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次に, 図 2のように加速度 aで左向きに等加速度運動する台車の上に, 水平面と半円筒
を固定し, 点Bから左に距離 ℓの位置に小球を台車と同じ速度を持つように置いた。問 6

と 7では, 台車とともに動く観測者の視点から考える。

問 6 点Aに到達するためには, ℓ/Rはある値よりも大きくなければいけない。その値を
a, gを用いて答えなさい。

問 7 加速度 a = 3g, 距離 ℓ = Rのとき, 小球は半円筒のある場所で半円筒を離れ, 半円筒
に再度衝突した。運動の水平位置左側の極値と着地する座標をそれぞれRを用いて
求めなさい。このとき, 座標の原点は半円筒の中心としなさい。また, 半円筒に衝突
するまでの小球の軌跡を解答用紙のグラフに図示しなさい。

図 2

2

[I]

図 1のように水平面と半径Rの半円筒が点 Bでなめらかに接続した。その上での質量
mの小球の運動について考える。以下の問いに答えなさい。ただし, 重力加速度の大きさ
を gとし, 摩擦や空気抵抗は考えなくてよく, 運動する小球は十分に小さいとしてその大
きさは考えなくてよい。また, 座標や速度を問う問題では, 水平方向には右向きを, 鉛直方
向には上向きを正としなさい。

まず, 図 1の左図のように, 小球が水平面を速さ v0で右向きに進んでいる場合を考える。

問 1 小球が点Bを通り, 半円筒に沿って最上点Aに到達した。このときの小球の速さ v1

を v0, g, Rを用いて表しなさい。

問 2 問 1のように小球が点Aに到達するためには v0がある値よりも大きくなければいけ
ない。その値を g, Rを用いて表しなさい。

問 3 図 1の右図のように, 小球が半円筒の中心軸を通る水平軸より角度 θだけ上に到達
した時, 速さが v2であった。このときの水平方向の速度 vhと鉛直方向の速度 vvを
それぞれ v2, θを用いて求めなさい。

問 4 図 1の右図のように, 小球は点Aにたどり着かずに途中で半円筒を離れ, 放物運動を
始めた。離れたときの小球の速さ v2を v0, g, Rを用いて表しなさい。

問 5 問 4の放物運動の着地点Cが点Bよりも左側にあるためには, 角度 θがある値 θ0よ
りも大きくなければいけない。θ0を求めなさい。また, θ = θ0となる初速度 v0を g,

Rを用いて表しなさい。
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[II]

電場や磁場を用いると物質を加熱することができる。たとえば，電子レンジは電磁波
の一種であるマイクロ波を用いて水を加熱でき，IH調理器は電磁誘導を用いて金属製の
鍋を温めることができる。以下では電場を用いて気体を加熱する方法について考えてみ
よう。
図１のように自然長 ℓ0，ばね定数 kで質量が無視できる不導体のばねの一端に質量m，
電荷 q (q > 0とする)の小球Qを取りつけ，ばねの他端Oを動かない不導体壁に固定す
る。重力は無視し，ばねは折れ曲がらないものとする。点Oから小球Qの方向を y軸正
方向に選び，点Oを原点とする。時刻 t = 0において，小球Qは静止しており，ばねの長
さは自然長であったとする。y軸正向きの一様な電場 E(t)を加えたところ，小球は運動
をはじめた。電荷を持った小球Qが運動することによる電磁波の放射は無視できるもの
とする。

O

Q

E

y

まず，ばねと小球が真空中にある場合を考える。

問１ 小球の座標を y，速度を vy，加速度を ayとする。小球の運動方程式を書きなさい。

問２ 電場の強さが t < 0では 0，t � 0では一定値E0 (E0 > 0とする) の場合，時刻 t � 0

において小球は単振動する。以下の問いに答えなさい。

(1) t � 0において，ばねの弾性力と電場から働く力がつりあう高さ yEを求めな
さい。

(2) 単振動の角振動数 ωと周期 TQを求めなさい。

(3) 単振動の振幅A0を求め，時刻 t (t > 0)における小球の y座標と速度 vyを ℓ0，
q，E0，k，ω，tを用いてあらわしなさい。

4

最後に, 図 3のように, 小球, 水平面と半円筒を台車からおろし, 小球と点 Bを自然長
√
2Rのゴムでつないだ。ゴムの自然長よりも ℓだけ長くした状況で点Bと小球を水平面
上に固定し, そっと離した。図 3には, その後の運動を時系列順に a, b, c, dと並べてある。
ゴムが自然長よりも長さ xだけ長くなっている状態では, 縮む方向に大きさ kxの力が加
わるが, 図 3b, cのように自然長よりもゴムが縮んでいる状態では, 弾性力は働かない。

問 8 小球が半円筒に接した状態で水平面から高さ h(> R)に到達したときのゴムの長さ
をR, hを用いて表しなさい。

問 9 小球が半円筒に接した状態で高さ h(> R)に到達したときの小球の速さ v3をm, ℓ,

R, h, kを用いて表しなさい。

問 10 小球が半円等に接した状態で水平面から高さ h(> R)に到達するためには ℓはある
値よりも大きくなければいけない。その値を g, R, h, kを用いて表しなさい。

図 3
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図２
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以下では電荷を帯びていない単原子分子の理想気体中に図１の小球がある場合を考
える。

問５ 小球は気体分子との衝突によってエネルギーを得たり失ったりする。扱いを簡単に
するため，気体分子１個の質量もmとし，気体分子は小球との衝突によって y軸
に沿う方向のみの力積を受けるものとする。気体分子と気体分子，気体分子とばね
との衝突は考えない。また，重力の効果は無視する。加えた y方向の一様な電場は
t < 0ではE(t) = 0，t � 0では y軸正向きで一定E(t) = E0とする。気体分子と小
球の衝突が弾性衝突の場合について，以下の問いに答えなさい。時刻 t > 0におけ
る小球と気体分子の最初の衝突までの時間は小球の振動周期にくらべて十分に長い
とする。

(1) 気体分子と衝突する直前の小球Qの速度を vy，気体分子の速度の y成分を uy

とするとき，衝突直後の小球の速度 v′yと気体分子の速度の y成分 u′
yを求めな

さい。

(2) 絶対温度 T の単原子分子理想気体の分子 1個あたりの y方向の運動エネルギー
の平均値は，ボルツマン定数を kBとして

1

2
kBT であらわすことができる。多

数の粒子についての u2
yの平均値 ⟨u2

y⟩をm，kB，T を用いてあらわしなさい。

(3) 小球が気体分子とはじめて衝突する直前の気体分子の運動エネルギーをK，衝
突直後の気体分子の運動エネルギーをK ′とする。気体分子と小球Qの最初の
衝突によって気体分子が得る運動エネルギーの平均値 ⟨∆K⟩ = ⟨K ′⟩ − ⟨K⟩を
衝突直前の小球Qの運動エネルギーの平均値 ⟨KQ⟩と kB，T を用いてあらわし
なさい。

(4) ⟨KQ⟩を問２ (5)で求めた真空中でのKQの時間平均で近似する。このとき ⟨∆K⟩
を k, q, E0, kB, T を用いてあらわしなさい。ばね定数が k = 1.0× 10−4 N/m，

6

(4) 小球の運動エネルギーKQを時刻 tの関数としてあらわし，0 � t � 2TQにお
ける時間変化のおおよその様子を横軸を t，縦軸をKQとしたグラフにあらわ
し，配布されたグラフ用紙に記入しなさい。式中には単振動の角振動数ωと振
幅A0を用いてよい。運動エネルギーが最大となる時刻と運動エネルギーの最
大値をグラフ中に記入すること。

(5) 小球の運動エネルギーの時間平均

KQ =
1

TQ

∫ TQ

0

KQ(t)dt

を求めなさい。

問３ 次に，時刻 t = t1 (0 < t1 � TQ)に電場の向きが逆転して 0 � t < t1ではE(t) = E0，
t � t1ではE(t) = −E0に保たれる場合を考える。

(1) 時刻 t � t1における小球の単振動の振幅の大きさをA1，初期位相を θ1とする。
時刻 t = t1での y座標と速度 vyが問２ (3)で求めたものと一致するという条件
からA1を ω，t1，A0を用いてあらわしなさい。

(2) (1)で求めた振幅の大きさA1を最大にするには t1をどのように選べば良いか。
この t1の値を求め，TQを用いてあらわしなさい。

(3) t1を (2)のように選んだ場合について時刻 t � t1における小球の y座標を ℓ0，
A0，ω，tを用いて式であらわしなさい。次に，0 � t � 2TQにおける小球の y

座標を横軸を t，縦軸を y − ℓ0としたグラフにあらわし，配布されたグラフ用
紙に記入しなさい。y座標が極大，極小になる時刻とその時の y − ℓ0の値をグ
ラフ中に記入すること。

問４ 図２のように大きさE0の電場の向きが t > 0において時間間隔 TEごとに逆転する
とする。2TE = TQの場合について以下の問いに答えなさい。なお，nを 0または正
の整数として t = tn = nTEにおける小球の y座標を yn，tn � t � tn+1における単
振動の振幅の大きさをAnとする。

(1) y1，y2，y3，A1，A2を求めなさい。

(2) A2nとA2n+2の関係を求めなさい。

(3) A2nを n，A0を用いてあらわしなさい。

(4) y2nを ℓ0，n，A0を用いてあらわしなさい。

(5) 0 � t � 2TQにおける小球の y座標の変化を横軸を t，縦軸を y− ℓ0としたグラ
フにあらわし，配布されたグラフ用紙に記入しなさい。yが極大，極小になる
時刻とその時の y − ℓ0の値をグラフ中に記入すること。
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を k, q, E0, kB, T を用いてあらわしなさい。ばね定数が k = 1.0× 10−4 N/m，

6

(4) 小球の運動エネルギーKQを時刻 tの関数としてあらわし，0 � t � 2TQにお
ける時間変化のおおよその様子を横軸を t，縦軸をKQとしたグラフにあらわ
し，配布されたグラフ用紙に記入しなさい。式中には単振動の角振動数ωと振
幅A0を用いてよい。運動エネルギーが最大となる時刻と運動エネルギーの最
大値をグラフ中に記入すること。

(5) 小球の運動エネルギーの時間平均

KQ =
1

TQ

∫ TQ

0

KQ(t)dt

を求めなさい。

問３ 次に，時刻 t = t1 (0 < t1 � TQ)に電場の向きが逆転して 0 � t < t1ではE(t) = E0，
t � t1ではE(t) = −E0に保たれる場合を考える。

(1) 時刻 t � t1における小球の単振動の振幅の大きさをA1，初期位相を θ1とする。
時刻 t = t1での y座標と速度 vyが問２ (3)で求めたものと一致するという条件
からA1を ω，t1，A0を用いてあらわしなさい。

(2) (1)で求めた振幅の大きさA1を最大にするには t1をどのように選べば良いか。
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(3) t1を (2)のように選んだ場合について時刻 t � t1における小球の y座標を ℓ0，
A0，ω，tを用いて式であらわしなさい。次に，0 � t � 2TQにおける小球の y

座標を横軸を t，縦軸を y − ℓ0としたグラフにあらわし，配布されたグラフ用
紙に記入しなさい。y座標が極大，極小になる時刻とその時の y − ℓ0の値をグ
ラフ中に記入すること。

問４ 図２のように大きさE0の電場の向きが t > 0において時間間隔 TEごとに逆転する
とする。2TE = TQの場合について以下の問いに答えなさい。なお，nを 0または正
の整数として t = tn = nTEにおける小球の y座標を yn，tn � t � tn+1における単
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(1) y1，y2，y3，A1，A2を求めなさい。
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フにあらわし，配布されたグラフ用紙に記入しなさい。yが極大，極小になる
時刻とその時の y − ℓ0の値をグラフ中に記入すること。
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H2 7
課題

T = 300 K，q = 1.6× 10−19 Cのとき，⟨∆K⟩ > 0となるためのE0の下限値を
有効数字 2桁で求めなさい。ボルツマン定数は kB = 1.38× 10−23 J/Kとする。

問６ 次に，t � 0で加えた電場E(t)を図２のように変化させる場合を考える。

(1) 2TE = TQの場合について時刻 t = 300TEで ⟨∆K⟩ > 0となるためのE0の下限
値を有効数字 2桁で求めなさい。

(2) 単位体積あたりの気体分子の個数を N，小球の断面積を σとするとき，y軸
負方向に向かう気体分子が単位時間に小球と衝突する回数 f は y軸負方向に
向かう気体分子の uy の平均 ⟨u⟩を用いて f =

N

2
σ ⟨u⟩で近似することがで

きる。⟨u⟩ =
√

⟨u2
y⟩と近似して N = 2.0 × 1025 m−3，σ = 1.0 × 10−20 m2，

m = 1.6× 10−26 kg，T = 300 Kの場合の f を有効数字 2桁で求めなさい。

(3) 小球Qとの衝突によって運動エネルギーが増加した気体分子は他の気体分子と
の衝突によってこの運動エネルギーを受け渡し，気体全体が加熱される。気体
を封入した容器の底面に図１のような振動子を多数配置することにより，加熱
率を高めることができる。気体の加熱効率を高めるためには電場 E(t)をどの
ように変化させれば良いか，考察しなさい。

電磁波は電場と磁場の変化が伝わる波であり，電場の向きと大きさが時間とともに変化
する。したがって，電磁波を用いて荷電粒子を振動させ，気体を加熱することができる。
水分子の場合，上記のメカニズムによる加熱効率が最も高くなるのは赤外線を照射した場
合であり，電子レンジで用いられているマイクロ波ではあまり加熱できない。そこで，正
負の電荷の偏りを持つ分子の回転が利用されている。
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の衝突によってこの運動エネルギーを受け渡し，気体全体が加熱される。気体
を封入した容器の底面に図１のような振動子を多数配置することにより，加熱
率を高めることができる。気体の加熱効率を高めるためには電場 E(t)をどの
ように変化させれば良いか，考察しなさい。

電磁波は電場と磁場の変化が伝わる波であり，電場の向きと大きさが時間とともに変化
する。したがって，電磁波を用いて荷電粒子を振動させ，気体を加熱することができる。
水分子の場合，上記のメカニズムによる加熱効率が最も高くなるのは赤外線を照射した場
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sin θ =
v22
gR

(8)

(6) ,

v22 = v20 − 2gR

(
1 +

v22
gR

)
(9)

v2 =

√
v20 − 2gR

3
(10)

5 3 vh = −v2 sin θ,

vv = v2 cos θ ,

vh < 0

, , x, y

x = vht (11)

y = −1

2
gt2 + vvt (12)

(11) t = x/vh (12)

y = −1

2

g

v2h
x2 +

vv
vh

x (13)

y = −R(1+ sin θ) x

gx2 − 2vhvvx− 2v2hR(1 + sin θ) = 0 (14)

(x < 0)

x =
vhvv −

√
v2vv

2
h + 2gRv2h(1 + sin θ)

g
(15)

=
vh
g

(
vv +

√
v2v + 2gR(1 + sin θ)

)
(16)

vh < 0 x ,

2

1-5: ,

5 ,

6-7: 7 ,

8-10: ,

[I]

1

1

2
mv20 =

1

2
mv21 + 2mgR (1)

v1 =
√

v20 − 4gR

2 A

m
v21
R

≥ mg (2)

, v0 ≥
√
5gR

3

vh = −v2 sin θ (3)

vv = v2 cos θ (4)

4

1

2
mv20 =

1

2
mv22 +mgR(1 + sin θ) (5)

v22 = v20 − 2gR(1 + sin θ) (6)

,

m
v22
R

= mg sin θ (7)

1
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1
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2
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1

2
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√
v20 − 4gR

2 A

m
v21
R

≥ mg (2)
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√
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3
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4

1

2
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1

2
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,

m
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R
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6 A v4

1

2
mv24 + 2mgR = maℓ (26)

A B x ,

A

mv24
R

=
2m

R
(aℓ− 2gR) (27)

mg

ℓ

R
>

5

2

g

a
(28)

7 6 , A 6

−
√
2gR a = 3g,

ℓ = R , (x) (y)

x = −
√
2gRt+

3

2
gt2 (29)

y = −1

2
gt2 +R (30)

t

x = −2
√
R(R− y) + 3(R− y) (31)

y

dx

dy
=

√
R

R− y
− 3 (32)

y = (8/9)R , x = −R/3

,

x =
√
R2 − y2 (33)

, (31) (x )

x2 = 4R(R− y)− 12(R− y)
√
R(R− y) + 9(R− y)2 (34)

4

−R cos θ

vh
g

(
vv +

√
v2v + 2gR(1 + sin θ)

)
< −R cos θ (17)

vh = −v2 sin θ, vv = v2 cos θ, gR = v22/ sin θ

− sin θ

(
cos θ +

√
cos2 θ +

2(1 + sin θ)

sin θ

)
< −cos θ

sin θ
(18)

cos θ

(
1

sin2 θ
− 1

)
<

√
cos2 θ +

2(1 + sin θ)

sin θ
(19)

(0 < θ < π/2) ,

cos6 θ < cos2 θ sin4 θ + 2(1 + sin θ) sin3 θ (20)

2(1 + sin θ) sin3 θ − cos2 θ(cos2 θ − sin2 θ)(cos2 θ + sin2 θ) > 0 (21)

sin θ

2(1 + sin θ) sin3 θ − (1− sin2 θ)(1− 2 sin2 θ) > 0 (22)

(sin θ + 1)2(2 sin θ − 1) > 0 (23)

, sin θ > 1/2, θ > π/6 , θ0 = π/6

4 θ = θ0

v20 − 2gR

3gR
=

1

2
(24)

v0 =

√
7

2
gR (25)

, t , x y

(12) (11)
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6 A v4

1

2
mv24 + 2mgR = maℓ (26)

A B x ,

A

mv24
R

=
2m

R
(aℓ− 2gR) (27)

mg

ℓ

R
>

5

2

g

a
(28)

7 6 , A 6

−
√
2gR a = 3g,

ℓ = R , (x) (y)

x = −
√
2gRt+

3

2
gt2 (29)

y = −1

2
gt2 +R (30)

t

x = −2
√
R(R− y) + 3(R− y) (31)

y

dx

dy
=

√
R

R− y
− 3 (32)

y = (8/9)R , x = −R/3

,

x =
√

R2 − y2 (33)

, (31) (x )

x2 = 4R(R− y)− 12(R− y)
√
R(R− y) + 9(R− y)2 (34)

4

−R cos θ

vh
g

(
vv +

√
v2v + 2gR(1 + sin θ)

)
< −R cos θ (17)

vh = −v2 sin θ, vv = v2 cos θ, gR = v22/ sin θ

− sin θ

(
cos θ +

√
cos2 θ +

2(1 + sin θ)

sin θ

)
< −cos θ

sin θ
(18)

cos θ

(
1

sin2 θ
− 1

)
<

√
cos2 θ +

2(1 + sin θ)

sin θ
(19)

(0 < θ < π/2) ,

cos6 θ < cos2 θ sin4 θ + 2(1 + sin θ) sin3 θ (20)

2(1 + sin θ) sin3 θ − cos2 θ(cos2 θ − sin2 θ)(cos2 θ + sin2 θ) > 0 (21)

sin θ

2(1 + sin θ) sin3 θ − (1− sin2 θ)(1− 2 sin2 θ) > 0 (22)

(sin θ + 1)2(2 sin θ − 1) > 0 (23)

, sin θ > 1/2, θ > π/6 , θ0 = π/6

4 θ = θ0

v20 − 2gR

3gR
=

1

2
(24)

v0 =

√
7

2
gR (25)

, t , x y

(12) (11)
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I-4:

8 h B

√
R2 − (h−R)2 =

√
h(2R− h) (42)

,

√
h(2R− h) + h2 =

√
2Rh (43)

9

1

2
kℓ2 =

1

2
mv23 +

1

2
k(
√
2Rh−

√
2R)2 +mgh (44)

v3 =

√
k

m

[
ℓ2 − 2(

√
Rh−R)2

]
− 2gh (45)

6

R2 − y2 = 4R(R− y)− 12(R− y)
√
R(R− y) + 9(R− y)2 (35)

A , (R− y)

R + y = 4R− 12
√
R(R− y) + 9(R− y) (36)

6
√
R(R− y) = 6R− 5y (37)

36R(R− y) = 36R2 − 60Ry + 25y2 (38)

(25y − 24R)y = 0 (39)

,

y =
24

25
R, 0 (40)

(31)

x = − 7

25
R,R (41)

, x < 0

, (R, 0) I-4

x2 + y2 = R2 , t
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Fc

Fc =
mv23
R

(51)

=
k

R

[
ℓ2 − 2(

√
Rh−R)2

]
− 2mgh

R
(52)

mg(h− R)/R ( I-5 ),

, h

k

R

[
ℓ2 − 2(

√
Rh−R)2

]
− 2mgh

R
− k(h−

√
Rh)−mg

h−R

R
> 0 (53)

ℓ >

√
3Rh− 5R

√
Rh+ 2R2 +

mg

k
(3h−R) (54)

,

8

I-5:

10 I-5 ,

,
√
2Rh , T

T = k
√
2R(

√
h−

√
R) (46)

h > R , I-5

,

h−R

h

√
2Rh = (h−R)

√
2R

h
(47)

Tr

Tr = T
h−R

(h−R)

√
2R

h

(48)

= T

√
h

2R
(49)

= k(h−
√
Rh) (50)
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√
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II

1 2

3

4

5 6

may = qE(t)− k(y − ℓ0)

(1) E(t) = E0

may = −k

[
y − (ℓ0 +

qE0

k
)

]

yE = ℓ0 +
qE0

k

(2) (1) y = yE z = y − yE

m
d2z

dt2
= −kz

ω =

√
k

m
TQ = 2π

√
m

k

(3) A0 θ

z = A0 sin(ωt+ θ)

y = ℓ0 +
qE0

k
+ A0 sin(ωt+ θ)

vy = A0ω cos(ωt+ θ)

 

平成 31年度 

 

千葉大学先進科学プログラム入学者選考課題 

 

課題論述 

 

課題Ⅱ 

 

解答例 

 

H31
解答例

24



II

1 2

3

4

5 6

may = qE(t)− k(y − ℓ0)

(1) E(t) = E0

may = −k

[
y − (ℓ0 +

qE0

k
)

]

yE = ℓ0 +
qE0

k

(2) (1) y = yE z = y − yE

m
d2z

dt2
= −kz

ω =

√
k

m
TQ = 2π

√
m

k

(3) A0 θ

z = A0 sin(ωt+ θ)

y = ℓ0 +
qE0

k
+ A0 sin(ωt+ θ)

vy = A0ω cos(ωt+ θ)

 

平成 31年度 

 

千葉大学先進科学プログラム入学者選考課題 

 

課題論述 

 

課題Ⅱ 

 

解答例 

 

H31
解答例

25



t = t1 (0 < t1 ≦ TQ) t ≧ t1
E(t) = −E0

(1) t ≧ t1 m
d2y

dt2
= −qE0 − k(y − ℓ0) t ≧ t1

y′E y′E = ℓ0 −
qE0

k
t ≧ t1 y A1

θ1

y = ℓ0 −
qE0

k
+ A1 sin(ωt+ θ1) = ℓ0 − A0 + A1 sin(ωt+ θ1) (5)

vy = A1ω cos(ωt+ θ1)

t = t1 (3) y vy

ℓ0 + A0 − A0 cosωt1 = ℓ0 − A0 + A1 sin(ωt1 + θ1) (6)

A0ω sinωt1 = A1ω cos(ωt1 + θ1) (7)

A1 sin(ωt1 + θ1) = A0(2− cosωt1) (8)

A1 cos(ωt1 + θ1) = A0 sinωt1 (9)

A2
1 = A2

0 [(2− cosωt1)
2 + sin2 ωt1] = A2

0(5− 4 cosωt1) (10)

A1 = A0

√
5− 4 cosωt1 (11)

(2) t ≧ t1 A1 cosωt1 = −1

t1 =
TQ

2

(3) t1 =
TQ

2
ωt1 = π (11) A1 = 3A0 (8)

sin(ωt1 + θ1) = − sin θ1 = 1 θ1 =
3π

2
t ≧ t1

y (5)

y = ℓ0 − A0 + 3A0 sin(ωt+
3π

2
) (12)

y = ℓ0 − A0 − 3A0 cosωt (13)

t1 =
TQ

2
0 ≦ t ≦ 2TQ y

y − ℓ0

t = 0 y = ℓ0 vy = 0

ℓ0 +
qE0

k
+ A0 sin θ = ℓ0 (1)

A0ω cos θ = 0 (2)

(2) θ θ =
π

2
θ =

3π

2
1

qE0

k
+ A0 sin θ = 0

A0 > 0 sin θ < 0 θ =
3π

2
A0 =

qE0

k

y = ℓ0 +
qE0

k
(1− cosωt) (3)

vy =
qE0

k
ω sinωt

(4) vy = A0ω sinωt KQ

KQ =
1

2
mv2y =

1

2
kA2

0 sin
2 ωt

KQ

O

ωt =
π

2
+ nπ t =

TQ

4
+

nTQ

2
1

2
kA2

0

(5) sin2 ωt =
1− cos 2ωt

2
=

1

2

KQ =
1

4
kA2

0 (4)
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t = t1 (0 < t1 ≦ TQ) t ≧ t1
E(t) = −E0

(1) t ≧ t1 m
d2y

dt2
= −qE0 − k(y − ℓ0) t ≧ t1

y′E y′E = ℓ0 −
qE0

k
t ≧ t1 y A1

θ1

y = ℓ0 −
qE0

k
+ A1 sin(ωt+ θ1) = ℓ0 − A0 + A1 sin(ωt+ θ1) (5)

vy = A1ω cos(ωt+ θ1)

t = t1 (3) y vy

ℓ0 + A0 − A0 cosωt1 = ℓ0 − A0 + A1 sin(ωt1 + θ1) (6)

A0ω sinωt1 = A1ω cos(ωt1 + θ1) (7)

A1 sin(ωt1 + θ1) = A0(2− cosωt1) (8)

A1 cos(ωt1 + θ1) = A0 sinωt1 (9)

A2
1 = A2

0 [(2− cosωt1)
2 + sin2 ωt1] = A2

0(5− 4 cosωt1) (10)

A1 = A0

√
5− 4 cosωt1 (11)

(2) t ≧ t1 A1 cosωt1 = −1

t1 =
TQ

2

(3) t1 =
TQ

2
ωt1 = π (11) A1 = 3A0 (8)

sin(ωt1 + θ1) = − sin θ1 = 1 θ1 =
3π

2
t ≧ t1

y (5)

y = ℓ0 − A0 + 3A0 sin(ωt+
3π

2
) (12)

y = ℓ0 − A0 − 3A0 cosωt (13)

t1 =
TQ

2
0 ≦ t ≦ 2TQ y

y − ℓ0

t = 0 y = ℓ0 vy = 0

ℓ0 +
qE0

k
+ A0 sin θ = ℓ0 (1)

A0ω cos θ = 0 (2)

(2) θ θ =
π

2
θ =

3π

2
1

qE0

k
+ A0 sin θ = 0

A0 > 0 sin θ < 0 θ =
3π

2
A0 =

qE0

k

y = ℓ0 +
qE0

k
(1− cosωt) (3)

vy =
qE0

k
ω sinωt

(4) vy = A0ω sinωt KQ

KQ =
1

2
mv2y =

1

2
kA2

0 sin
2 ωt

KQ

O

ωt =
π

2
+ nπ t =

TQ

4
+

nTQ

2
1

2
kA2

0

(5) sin2 ωt =
1− cos 2ωt

2
=

1

2

KQ =
1

4
kA2

0 (4)

H31
解答例

27



(4) y2n = ℓ0 + A0 − A2n cosωt2n = ℓ0 + A0 − (4n+ 1)A0 = ℓ0 − 4nA0

(5) 0 ≦ t ≦ 2TQ y

O

(1) v′y y u′
y

mvy +muy = mv′y +mu′
y vy −uy = u′

y − v′y
v′y = uy u′

y = vy

(2)
1

2
m⟨u2

y⟩ =
1

2
kBT ⟨u2

y⟩ =
kBT

m
(3) Q

⟨∆K⟩
⟨K⟩ = 1

2
m⟨u2

y⟩ =
1

2
kBT

⟨K ′⟩ = 1

2
m⟨u′2

y ⟩ =
1

2
m⟨v2y⟩ = ⟨KQ⟩

⟨∆K⟩ = ⟨K ′⟩ − ⟨K⟩ = ⟨KQ⟩ −
1

2
kBT

(4) ⟨KQ⟩ KQ

⟨∆K⟩ = 1

4
k(

qE0

k
)2 − 1

2
kBT

⟨∆K⟩ > 0

(qE0)
2 > 2kkBT = 2× 10−4 × 1.38× 10−23 × 300 = 8.28× 10−25

E0

E0 >

√
2kkBT

q
≒ 9.1× 10−13

1.6× 10−19
≒ 5.7× 106V/m

(1) TQ = 2TE A2n = (4n+ 1)A0

⟨KQ⟩ =
1

4
kA2

300 =
1

4
k(601A0)

2 = 6012 × 1

4
kA2

0 >
1

2
kBT

E0

E0 >

√
2kkBT

601q
≒ 5.7× 106

601
≒ 9.5× 103V/m

O

(1) (13) y1 = ℓ0 + 2A0 y2 = ℓ0 − 4A0 A1 = 3A0

t2 ≦ t ≦ t3 θ2

y = ℓ0 + A0 + A2 sin(ωt+ θ2)

vy = A2ω cos(ωt+ θ2)

t = t2 vy = 0 cos θ2 = 0

θ2 =
π

2
θ2 =

3π

2

y2 = ℓ0 − 4A0 = ℓ0 + A0 + A2 sin(2π + θ2)

A2 sin θ2 = −5A0 < 0 θ2 =
3π

2
A2 = 5A0

y3 = ℓ0 + A0 + 5A0 sin(3π +
3π

2
) = ℓ0 + 6A0

(2) t2n ≦ t ≦ t2n+1

y = ℓ0 + A0 − A2n cosωt (14)

t2n+1 ≦ t ≦ t2n+2

y = ℓ0 − A0 − A2n+1 cosωt (15)

t = t2n+1

y2n+1 = ℓ0 + A0 − A2n cosωt2n+1 = ℓ0 − A0 − A2n+1 cosωt2n+1

cosωt2n+1 = −1 A2n+1 = A2n + 2A0

t = t2n+2

y2n+2 = ℓ0 − A0 − A2n+1 cosωt2n+2 = ℓ0 + A0 − A2n+2 cosωt2n+2

cosωt2n+2 = 1 A2n+2 = A2n+1 + 2A0

A2n+2 = A2n + 4A0

(3) A2(n+1) = A2n + 4A0 A2n = A0 + n× (4A0) = (4n+ 1)A0

2A0

An = A0 + 2nA0 = (2n+ 1)A0 A2n = (4n+ 1)A0
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(4) y2n = ℓ0 + A0 − A2n cosωt2n = ℓ0 + A0 − (4n+ 1)A0 = ℓ0 − 4nA0

(5) 0 ≦ t ≦ 2TQ y

O

(1) v′y y u′
y

mvy +muy = mv′y +mu′
y vy −uy = u′

y − v′y
v′y = uy u′

y = vy

(2)
1

2
m⟨u2

y⟩ =
1

2
kBT ⟨u2

y⟩ =
kBT

m
(3) Q

⟨∆K⟩
⟨K⟩ = 1

2
m⟨u2

y⟩ =
1

2
kBT

⟨K ′⟩ = 1

2
m⟨u′2

y ⟩ =
1

2
m⟨v2y⟩ = ⟨KQ⟩

⟨∆K⟩ = ⟨K ′⟩ − ⟨K⟩ = ⟨KQ⟩ −
1

2
kBT

(4) ⟨KQ⟩ KQ

⟨∆K⟩ = 1

4
k(

qE0

k
)2 − 1

2
kBT

⟨∆K⟩ > 0

(qE0)
2 > 2kkBT = 2× 10−4 × 1.38× 10−23 × 300 = 8.28× 10−25

E0

E0 >

√
2kkBT

q
≒ 9.1× 10−13

1.6× 10−19
≒ 5.7× 106V/m

(1) TQ = 2TE A2n = (4n+ 1)A0

⟨KQ⟩ =
1

4
kA2

300 =
1

4
k(601A0)

2 = 6012 × 1

4
kA2

0 >
1

2
kBT

E0

E0 >

√
2kkBT

601q
≒ 5.7× 106

601
≒ 9.5× 103V/m

O

(1) (13) y1 = ℓ0 + 2A0 y2 = ℓ0 − 4A0 A1 = 3A0

t2 ≦ t ≦ t3 θ2

y = ℓ0 + A0 + A2 sin(ωt+ θ2)

vy = A2ω cos(ωt+ θ2)

t = t2 vy = 0 cos θ2 = 0

θ2 =
π

2
θ2 =

3π

2

y2 = ℓ0 − 4A0 = ℓ0 + A0 + A2 sin(2π + θ2)

A2 sin θ2 = −5A0 < 0 θ2 =
3π

2
A2 = 5A0

y3 = ℓ0 + A0 + 5A0 sin(3π +
3π

2
) = ℓ0 + 6A0

(2) t2n ≦ t ≦ t2n+1

y = ℓ0 + A0 − A2n cosωt (14)

t2n+1 ≦ t ≦ t2n+2

y = ℓ0 − A0 − A2n+1 cosωt (15)

t = t2n+1

y2n+1 = ℓ0 + A0 − A2n cosωt2n+1 = ℓ0 − A0 − A2n+1 cosωt2n+1

cosωt2n+1 = −1 A2n+1 = A2n + 2A0

t = t2n+2

y2n+2 = ℓ0 − A0 − A2n+1 cosωt2n+2 = ℓ0 + A0 − A2n+2 cosωt2n+2

cosωt2n+2 = 1 A2n+2 = A2n+1 + 2A0

A2n+2 = A2n + 4A0

(3) A2(n+1) = A2n + 4A0 A2n = A0 + n× (4A0) = (4n+ 1)A0

2A0

An = A0 + 2nA0 = (2n+ 1)A0 A2n = (4n+ 1)A0
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平成 31年度 

千葉大学先進科学プログラム入学者選考課題 

課題論述   

数学 

(15:30−17:00) 
 

 

 

 

注意事項  

1. この冊子は，監督者から解答を始めるよう合図があるまで開いてはいけません。 

2. 問題冊子に印刷または製本の不具合がある場合は，手を上げて申し出て下さい。 

3. 問題すべてに解答してください。 

4. 解答用紙は何枚使用しても構いません。全ての解答用紙に受験番号を必ず記入

して下さい。  

5. 教科書，ノートなどは一切参照してはいけません。 

6. その他，監督者の指示に従って下さい。 

(2) y

⟨u⟩ =
√

kBT

m
=

√
1.38× 10−23 × 300

1.6× 10−26
≒ 5.1× 102m/s

y

1

f =
N

2
σ⟨u⟩ = 1

2
× 2.0× 1025 × 1.0× 10−20 × 5.1× 102 = 5.1× 107Hz

(3) 2TE = TQ

TQ = 2π

√
m

k
= 2π

√
1.6× 10−26

1.0× 10−4
≒ 7.95× 10−11s

TE = 4.0× 10−11s

fE fE =
1

7.95× 10−11
≒ 1.3× 1010Hz

1/f
1

2
kBT 1/f

f = 5.1×107Hz
1

f
≒ 2.0×10−8s 6 (1) E0 = 9.5×103V/m

t = 300TE ≒ 1.2×10−8s
1

2
kBT

1/f
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平成 31年度 

千葉大学先進科学プログラム入学者選考課題 

課題論述   

数学 

(15:30−17:00) 
 

 

 

 

注意事項  

1. この冊子は，監督者から解答を始めるよう合図があるまで開いてはいけません。 

2. 問題冊子に印刷または製本の不具合がある場合は，手を上げて申し出て下さい。 

3. 問題すべてに解答してください。 

4. 解答用紙は何枚使用しても構いません。全ての解答用紙に受験番号を必ず記入

して下さい。  

5. 教科書，ノートなどは一切参照してはいけません。 

6. その他，監督者の指示に従って下さい。 
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⟨u⟩ =
√
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m
=

√
1.38× 10−23 × 300

1.6× 10−26
≒ 5.1× 102m/s

y

1

f =
N

2
σ⟨u⟩ = 1

2
× 2.0× 1025 × 1.0× 10−20 × 5.1× 102 = 5.1× 107Hz

(3) 2TE = TQ

TQ = 2π

√
m
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√
1.6× 10−26
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≒ 7.95× 10−11s

TE = 4.0× 10−11s

fE fE =
1

7.95× 10−11
≒ 1.3× 1010Hz

1/f
1

2
kBT 1/f

f = 5.1×107Hz
1

f
≒ 2.0×10−8s 6 (1) E0 = 9.5×103V/m

t = 300TE ≒ 1.2×10−8s
1

2
kBT

1/f
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平成 31年度 

 

千葉大学先進科学プログラム入学者選考課題 

 

課題論述 

 

数学 

 

解答例 

 

1 x

(1) x3 − 6x2 + 11x− 6 = 0

(2) sin 3x+ sin x = 0 (0 ≦ x < 2π)

(3) log3(x
2 + 2x− 3) + log 1

3
(x− 1) = 2 (x > 1)

2 y = x2 y = 2ax+ 1

(1) 2 x

(2) S

(3) (2) S a

3 O A(1, 1, 0)
−→
OA B(2, 1, 1)

−→
OB 2

−→
OA

−→
OB

C(1, 3, 10)

4 an

{
a1 = 7

an+1 = 3an − 10

5 2 A(1, 0) B(4, 0) 2 : 1 P

6
(√

3 + i
)10

θ

0 ≦ θ < 2π

7 f(x)

f(x) = x+

∫ π

0

f(t) sin t dt

1
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平成 31年度 

 

千葉大学先進科学プログラム入学者選考課題 

 

課題論述 

 

数学 

 

解答例 

 

1 x

(1) x3 − 6x2 + 11x− 6 = 0

(2) sin 3x+ sin x = 0 (0 ≦ x < 2π)

(3) log3(x
2 + 2x− 3) + log 1

3
(x− 1) = 2 (x > 1)

2 y = x2 y = 2ax+ 1

(1) 2 x

(2) S

(3) (2) S a

3 O A(1, 1, 0)
−→
OA B(2, 1, 1)

−→
OB 2

−→
OA

−→
OB

C(1, 3, 10)

4 an

{
a1 = 7

an+1 = 3an − 10

5 2 A(1, 0) B(4, 0) 2 : 1 P

6
(√

3 + i
)10

θ

0 ≦ θ < 2π

7 f(x)

f(x) = x+

∫ π

0

f(t) sin t dt

1

H31
解答例

33



−→
CD =



s+ 2t− 1

s+ t− 3

t− 10




−→
CD ⊥

−→
OA

−→
CD ⊥

−→
OB


s+ 2t− 1

s+ t− 3

t− 10


 ·



1

1

0


 = 0



s+ 2t− 1

s+ t− 3

t− 10


 ·



2

1

1


 = 0 s = −7, t = 6

−→
OD =



s+ 2t

s+ t

t


 =




5

−1

6




(5, -1, 6)

4

an+1 − 5 = 3(an − 5)

a1 − 5 = 2

2 3

an − 5 = 2 · 3n−1

an = 2 · 3n−1 + 5

5

(x− 1)2 + y2 = 4{(x− 4)2 + y2}

(x− 5)2 + y2 = 4 P

(5, 0) 2

0 3 5 x

y

2

1

(1) x3 − 6x2 + 11x− 6 = (x− 1)(x− 2)(x− 3) = 0

x = 1, 2, 3

(2) sin 3x+ sin x = 4 sin x− 4 sin3 x = 4 sin x(1− sin2 x) = 4 sin x cos2 x

sin x = 0, cos x = 0 0 ≦ x < 2π

x = 0, π
2
, π, 3π

2

sin 3x+ sin x = 2 sin 3x+x
2

cos 3x−x
2

= 2 sin 2x cos x

(3) log3(x
2 + 2x− 3) + log 1

3
(x− 1) = 2

log3(x
2 + 2x− 3)− log3(x− 1) = 2

log3(x+ 3) = 2

x+ 3 = 9

x = 6

2

(1) x2 − 2ax− 1 = 0

x x = a±
√
a2 + 1 (≡ α, β)

(2) S =
∫ β

α
{(2ax+ 1)− x2} dx =

[
ax2 + x− x3

3

]β
α
= 4

3
(
√
a2 + 1)3

(α + β = 2a, α− β = −2
√
a2 + 1, αβ = −1)

t = x− a γ =
√
a2 + 1

S =
∫ γ

−γ
(−t2+a2+1)dt =

[
−1

3
t3 + (a2 + 1)t

]γ
−γ

= −1
3
{γ3 − (−γ)3}+γ2 (γ − (−γ))

= 4
3
γ3 = 4

3
(
√
a2 + 1)3

(3) S ′ = 4
3
· 3(a2 + 1)(

√
a2 + 1)′ = 4(a2 + 1) · 1

2
(a2 + 1)−

1
2 · 2a = 4a

√
a2 + 1

3

C(1,3,10)
−→
OC

−→
OD

−→
OD = s



1

1

0


+ t



2

1

1


 =



s+ 2t

s+ t

t




1
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−→
CD =



s+ 2t− 1

s+ t− 3
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−→
CD ⊥

−→
OA

−→
CD ⊥

−→
OB


s+ 2t− 1

s+ t− 3

t− 10


 ·



1

1

0


 = 0



s+ 2t− 1

s+ t− 3

t− 10


 ·



2

1

1


 = 0 s = −7, t = 6

−→
OD =



s+ 2t

s+ t

t


 =




5

−1

6




(5, -1, 6)

4

an+1 − 5 = 3(an − 5)

a1 − 5 = 2

2 3

an − 5 = 2 · 3n−1

an = 2 · 3n−1 + 5

5

(x− 1)2 + y2 = 4{(x− 4)2 + y2}

(x− 5)2 + y2 = 4 P

(5, 0) 2

0 3 5 x

y

2

1

(1) x3 − 6x2 + 11x− 6 = (x− 1)(x− 2)(x− 3) = 0

x = 1, 2, 3

(2) sin 3x+ sin x = 4 sin x− 4 sin3 x = 4 sin x(1− sin2 x) = 4 sin x cos2 x

sin x = 0, cos x = 0 0 ≦ x < 2π

x = 0, π
2
, π, 3π

2

sin 3x+ sin x = 2 sin 3x+x
2

cos 3x−x
2

= 2 sin 2x cos x

(3) log3(x
2 + 2x− 3) + log 1

3
(x− 1) = 2

log3(x
2 + 2x− 3)− log3(x− 1) = 2

log3(x+ 3) = 2

x+ 3 = 9

x = 6

2

(1) x2 − 2ax− 1 = 0

x x = a±
√
a2 + 1 (≡ α, β)

(2) S =
∫ β

α
{(2ax+ 1)− x2} dx =

[
ax2 + x− x3

3

]β
α
= 4

3
(
√
a2 + 1)3

(α + β = 2a, α− β = −2
√
a2 + 1, αβ = −1)

t = x− a γ =
√
a2 + 1

S =
∫ γ

−γ
(−t2+a2+1)dt =

[
−1

3
t3 + (a2 + 1)t

]γ
−γ

= −1
3
{γ3 − (−γ)3}+γ2 (γ − (−γ))

= 4
3
γ3 = 4

3
(
√
a2 + 1)3

(3) S ′ = 4
3
· 3(a2 + 1)(

√
a2 + 1)′ = 4(a2 + 1) · 1

2
(a2 + 1)−

1
2 · 2a = 4a

√
a2 + 1

3

C(1,3,10)
−→
OC

−→
OD

−→
OD = s



1

1

0


+ t



2

1

1


 =



s+ 2t

s+ t

t




1
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6

(
√
3 + i)10 = 210

(√
3+i
2

)10

= 210
(
cos π

6
+ i sin π

6

)10

= 210
(
cos 5π

3
+ i sin 5π

3

)

1024 5π
3

512 −512
√
3

7

∫ π

0
f(t) sin t dt = a f(x) = x+a

∫ π

0
f(t) sin t dt =

∫ π

0
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はどのような曲面になるか答えなさい。

(d) 前問の地表面に止まっている観測者から見た，時刻 t = 1, 2, 3, 4 sでの質点達
の到達曲面をひとつの図に描きなさい。問 1(b)と同じただし書きに従うこと。

問 2 次に，問 1の問題を質点の運動方程式を用いて考えよう。図 2（左）のように，地表
面の打ち上げ地点を原点Oとし，鉛直上方に z軸を，それと直交する方向に x軸と
y軸を持つ，地表面に固定した 3次元直交座標系 (x, y, z)を設定する。さらに，図 2

（右）のように，時刻 t = 0に高度 hから初速度ゼロで自由落下する座標系 (x′, y′, z′)

を設定する。ただし，x′, y′, z′の軸は，それぞれ x, y, zの軸に平行とする。

以下では，時刻 tでの質点の位置座標を，座標系 (x, y, z)では (x(t), y(t), z(t))，座標
系 (x′, y′, z′)では (x′(t), y′(t), z′(t))と書く。このとき，速度�vの x成分 vxは vx(t) =
dx(t)

dt
，加速度の x成分は dvx(t)

dt
=

d2x(t)

dt2
，他の成分も同様に表してよい。

h
x
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x
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図 2: （左）地表面に固定された座標系 (x, y, z)，（右）自由落下する座標系 (x′, y′, z′)

(a) ひとつの質点の運動方程式を，高度 hから自由落下する座標系 (x′, y′, z′)と地
表面に固定された座標系 (x, y, z)の両方で書き下しなさい。

(b) ある時刻 tでの質点の位置座標値 (x(t), y(t), z(t))は，他の座標値 (x′(t), y′(t), z′(t))

を用いて書ける。両者の関係を式で表し，(x′, y′, z′)系での運動方程式から (x, y, z)

系での運動方程式が導かれることを示しなさい。

(c) 質点の初速度ベクトル�v0の向きは，図 2（右）のように水平面から測った角度
（仰角）をα，�v0の水平面への射影がx軸となす角度をϕとして指定できる。こ
のとき初速度ベクトル�v0のx, y, z成分をそれぞれ v0, α, ϕを用いて表しなさい。

2

[I]

打ち上げ花火の模型として，球状に固めた火薬の表面に多数の質点を均等に貼り付けた
物体を考える。図 1（左）のように，この物体を地表面から鉛直上方に打ち上げた。その
後，図 1（右）のように，物体が最高点（高度 h）に達したときに，火薬を爆発させたと
ころ，すべての質点は同時に初速度の大きさ v0で等方的に放射された。以下，質点の質
量をmとし，質点の運動を考えよう。重力加速度の大きさを gとし，数値が必要な場合
は，g = 10 m/s2を用いなさい。ただし，物体の大きさは無視できるものとする。

h

v
0

図 1: （左）地表面から打ち上げられる物体，（右）等方的に放射される質点達

問 1 物体が高度 hの最高点に達した時刻を t = 0とし，それ以後の質点の運動を考えよ
う。個々の質点は時刻 tの経過とともにそれぞれ異なる軌道を 3次元空間内に描く
が，すべての質点をまとめて考えると，質点達はある時刻 tでは，ある曲面上に存
在する。以下では，その曲面を時刻 tでの質点達の到達曲面と呼ぶことにする。た
だし，観測は質点達から十分離れた場所で，質点達が地上に到達しない範囲で行う
ものとする。

(a) 時刻 t = 0に高度 hから初速度ゼロで自由落下する観測者が，放射された質点
達の運動を観測するとどう見えるかを式を用いずに説明しなさい。また，この
観測者から見ると，時刻 tでの到達曲面はどのような曲面になるか答えなさい。

(b) 前問の自由落下する観測者から見た，時刻 t = 1, 2, 3, 4 sでの質点達の到達曲
面を v0 = 15 m/sとして，ひとつの図に描きなさい。それぞれの時刻での到達
曲面を特徴づけるのに必要な数値も書き込むこと。ただし，図はひとつの鉛直
面内で描けばよい（図は 3次元的に描く必要は無い。そのため，到達曲面は曲
線となる）。

(c) 今度は，地表面に止まっている観測者が，放射された質点達の運動を観測する
とどう見えるかを式を用いずに説明しなさい。その結果，時刻 tでの到達曲面
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う。個々の質点は時刻 tの経過とともにそれぞれ異なる軌道を 3次元空間内に描く
が，すべての質点をまとめて考えると，質点達はある時刻 tでは，ある曲面上に存
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達の運動を観測するとどう見えるかを式を用いずに説明しなさい。また，この
観測者から見ると，時刻 tでの到達曲面はどのような曲面になるか答えなさい。

(b) 前問の自由落下する観測者から見た，時刻 t = 1, 2, 3, 4 sでの質点達の到達曲
面を v0 = 15 m/sとして，ひとつの図に描きなさい。それぞれの時刻での到達
曲面を特徴づけるのに必要な数値も書き込むこと。ただし，図はひとつの鉛直
面内で描けばよい（図は 3次元的に描く必要は無い。そのため，到達曲面は曲
線となる）。

(c) 今度は，地表面に止まっている観測者が，放射された質点達の運動を観測する
とどう見えるかを式を用いずに説明しなさい。その結果，時刻 tでの到達曲面
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(e) 時刻 tでの質点達の到達曲面を座標系 (x, y, z)において式で求め，それはどう
いう曲面であるか説明しなさい。

(f) 大気の抵抗を考慮した場合は，質点達の到達可能領域はどうなるか答えなさい。
特に，hが非常に大きいときの，地表面での到達可能範囲を 2次元面 (x, y)内
で求めなさい。ただし，指数関数 exは xが小さいときには，ex � 1 + x + 1

2
x2

と近似できることを用いてよい。

4

(d) 時刻 t でのひとつの質点の位置座標 (x(t), y(t), z(t))を時刻 tの関数として表し
なさい。

(e) 座標系 (x, y, z)において，時刻 tでの質点達の到達曲面を式で求めなさい。

(f) 座標系 (x, y, z)において，ひとつの質点の軌道の式（zを x, yの関数として表
した，時刻 tを含まない式）を求めなさい。

(g) 3次元空間 (x, y, z)において，質点達が到達できる領域は，高度 hと初速度の
大きさ v0で決まる。この領域を式で表し，それはどのような領域か説明しな
さい。特に，地表面での到達可能範囲を 2次元面 (x, y)内で求めなさい。

問 3 最後に，質点には重力だけでなく，大気による抵抗力も働くものとする。抵抗力が質
点の速度�vに比例すると仮定すると，そのx, y, z成分は速度�vのx, y, z成分 vx, vy, vz

を用いて

−kmvx, −kmvy, −kmvz (1)

と書ける。ここで比例係数の大きさを kmとした (k > 0)。

(a) まず，予備的考察を行おう。抵抗力のみが働く１次元の運動の運動方程式は，
質点の位置座標X(t)の代わりに，速度 V (t)とその時間微分 dV (t)

dt
を用いて

m
dV (t)

dt
= −kmV (t) =⇒ dV (t)

dt
= −kV (t) (2)

と書ける。よって，この方程式の解V (t)は，微分した結果が元の関数に比例す
るような関数，つまり指数関数 V (t) = V0e

−ktである。ここで，V0は t = 0で
のV の値，V0 = V (0)である。位置座標X(t)は，tで微分したときにV (t)とな
るような tの関数である。これらを考慮して，運動方程式 (2)の解としての位
置座標X(t)を求めなさい。ただし，t = 0ではX(t) = 0とする。また，X(t)

を時刻 tの関数として，そのグラフを描きなさい。ただし，V0 > 0とする。

(b) 本題に戻ろう。地表面に固定された座標系における質点の運動方程式を，質点
の位置座標を用いず，速度とその時間微分を用いて書き下しなさい。

(c) さらに，運動方程式が，重力を含まず，抵抗力のみを含むような新しい座標系
(x̃, ỹ, z̃)に移ることを考えよう。そのような (x̃, ỹ, z̃)から (x, y, z)への変換式を
求めなさい。ただし，時刻 t = 0で x̃ = ỹ = z̃ = 0とする。

(d) 時刻 tでのひとつの質点の位置座標 (x(t), y(t), z(t))を時刻 tの関数として表し
なさい。ただし，v0, α, ϕは，問 2(c)と同じとする。
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図 2

(2) 入射角 θを大きくしていくと，θが臨界角 θc以上で全反射が起こる。これによ
り，アスファルト上に水が存在するように見える。nHと nLの差が小さい場合
には，臨界角は π

2
に近い角度になる。角 βcを βc =

π

2
− θcと定義すると，βc

は非常に小さいため，cos βc � 1− β2
c

2
と近似することができる。このとき，βc

を nH，nLを用いて表しなさい。

(3) 気体の場合，室温程度においては屈折率 nと圧力 p，絶対温度 T の間には比例
定数 α(α > 0)を用いて

p

T
n − 1 = α ( )

の関係が近似的に成り立つことが知られている。角 βcを TH，TL，nLを用いて
表しなさい。

(4) TH = 323 K，TL = 305 K，nL = 1.000265の場合に，逃げ水が歩行者からどれ
だけ離れた位置に見えるかを答えなさい。ただし，歩行者の目線の高さは地面
から 1.5 mとし，空気層Hの厚さは十分に薄く無視できるものとする。

6

[II]

問 1 光はある物質から別の物質へと進むとき，反射や屈折を起こす。このとき，屈折
した光が進む方向 (屈折角)は物質の屈折率によって決まる。物質のもつ屈折率のわ
ずかな違いが身の回りの物理現象として現れる例として，逃げ水があげられる。晴
れた暑い日には，アスファルトによって舗装された道路の遠くに水があるように見
えるが，いくら近づいてもたどり着くことはできない (図 1)。これは水ではなく，道
路に空の景色が映っているからである。この現象がどのようにして生じるのかにつ
いて考えよう。

図 1

アスファルト近くの空気は熱せられやすく，数 cm上の空気と 10 ◦C以上温度が
違うことはよく起こる。アスファルト近くに高い温度 THの空気層H，その上に TH

よりも低い温度 TLの空気層Lが存在しているとする。2つの空気層では温度が異な
るため，屈折率はそれぞれnH，nLと異なる。2つの空気層内部では温度がそれぞれ
一定に保たれており，圧力は 2つの層で等しいものとする。

(1) 光が空気層Lから入射し，空気層Hで屈折することを考える。図 2に示すよう
に入射角を θ，屈折角を φとし，この 2つの間に成り立つ関係式を求めなさい。

5

実際の試験では，アスファルトによって舗装された道路の遠くに水

があるように見える逃げ水の写真が掲載されていましたが，公開版

の試験問題では削除しました。写真はインターネット等で検索して

ください。キーワードとして「逃げ水」で検索すると，動画，写真

や解説を多くのホームページで確認することができます。
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図 2
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2
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と近似することができる。このとき，βc

を nH，nLを用いて表しなさい。

(3) 気体の場合，室温程度においては屈折率 nと圧力 p，絶対温度 T の間には比例
定数 α(α > 0)を用いて

p

T
n − 1 = α ( )
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容器A2の圧力は p0に達した。温度 T，圧力 p0における気体の屈折率 n0をN

を用いて表しなさい。

(4) 単色光として波長 6.33 × 10−7 m，長さ � =0.15 mの容器を用いて実験を行っ
た。容器A1とA2の内部を同じ気体 (圧力 1.010×105 Pa)で満たした後，2つ
の容器の温度を 299 Kに固定したまま，容器A1のみ栓を開放し気体を徐々に
放出した。点Oにおける明るさが 75回目の極大となったとき，容器A1の圧力
は 6.99×104 Paであった。このとき，圧力 1.010×105 Pa，温度 273 Kにおけ
る気体の屈折率を求めなさい。

容器A2の栓を閉め，内部の温度を上昇させた。このとき，点Oで観察される光
の明るさに変化は見られなかった。

(5) 気体の屈折率 nと単位体積当たりの気体分子の個数 (個数密度)ρの間にどのよ
うな関係式が成り立つか求めなさい。必要であればボルツマン定数 kBを用い
てよい。

8

問 2 気体の屈折率nは，ジャマン干渉計を用いて測定することができる。ジャマン干渉
計は図 3に示すように容器A1，A2と 2つの平面鏡P，Qからなる。平面鏡P，Q(厚
さ d)は屈折率 nPをもつ材質でできており，裏面では光を完全に反射する。図 3の
ように，光源 Sから出た単色光 (波長 λ)が，平面鏡 Pに入射角度 π

4
で入射し，平

面鏡の表面で反射する光と裏面で反射する光の 2つに分かれた。分かれた光はそれ
ぞれ長さ �の容器A1，A2を通り，平面鏡 Pに平行に設置されている平面鏡Qに入
射した。光が容器に出入りする際の反射や屈折は無視できる。入射した 2つの光を
平面鏡 Qにより重ね合わせ，その先におかれたスクリーン上の点 Oで光の強度を
観察した。実験に用いた容器の体積は温度などによって変化しないものとする。ま
た，容器には栓がついており，必要に応じて開閉できるようになっているものとす
る。以下の問いに答えなさい。ただし，真空中における屈折率は 1とし，実験は真
空中で行われているものとする。

図 3

(1) 平面鏡Pの裏面で反射する光の平面鏡P内での光路長 (光学距離)を求めなさい。

はじめに，2つの容器の内部を十分に真空に引いた。次に，内部の温度を絶対温
度 T に保ちつつ，容器A2にゆっくりと気体を入れ始めた。この気体は理想気体と
みなせるものとし，その屈折率は前ページの式 (1)に従うものとする。

(2) 点Oにおいて観察される光の強度はどのように変化するか。容器A2に気体を
入れ始める前と比較して答えなさい。

(3) 容器A2に気体を入れ続け，点Oにおける明るさがN回目の極大となったとき，
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容器A2の圧力は p0に達した。温度 T，圧力 p0における気体の屈折率 n0をN
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平面鏡 Qにより重ね合わせ，その先におかれたスクリーン上の点 Oで光の強度を
観察した。実験に用いた容器の体積は温度などによって変化しないものとする。ま
た，容器には栓がついており，必要に応じて開閉できるようになっているものとす
る。以下の問いに答えなさい。ただし，真空中における屈折率は 1とし，実験は真
空中で行われているものとする。

図 3

(1) 平面鏡Pの裏面で反射する光の平面鏡P内での光路長 (光学距離)を求めなさい。

はじめに，2つの容器の内部を十分に真空に引いた。次に，内部の温度を絶対温
度 T に保ちつつ，容器A2にゆっくりと気体を入れ始めた。この気体は理想気体と
みなせるものとし，その屈折率は前ページの式 (1)に従うものとする。

(2) 点Oにおいて観察される光の強度はどのように変化するか。容器A2に気体を
入れ始める前と比較して答えなさい。

(3) 容器A2に気体を入れ続け，点Oにおける明るさがN回目の極大となったとき，
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(2) 電子も入射した光と同じ角振動数 ω で振動すると考えられるので，x(t) =

x0 cos ωtと書き表せる。x0を求めなさい。

(3) 電子が変位する (x �= 0)と，分子内部で正と負の電荷が分離する。このとき−ex

を，電気双極子モーメントと呼ぶ。個数密度が ρであるとき，時刻 tにおいて
誘起される単位体積当たりの電気双極子モーメント (分極)P を求めなさい。

(4) 気体の誘電率 εは，電場Eとそれによって誘起される単位体積当たりの電気双
極子モーメント P を結びつける物理量で，

P = (ε − ε0)E ( )

と定義される。nと気体分子の個数密度 ρとの間に成立する関係式を求めなさ
い。ただし，nが 1に非常に近いためn− 1 =

n2 − 1

n + 1
� n2 − 1

2
と近似できるも

のとする。また，求めた関係式より，問 1の式 (1)における αをm，e，k，ω， 
ε0，k�を用いて表しなさい。

10

問 3 ここでは，気体の屈折率の起源について考えよう。

最初に屈折率 nと誘電率 εの関係を見てみよう。真空中での光の速さ cは，真空
中の誘電率 ε0および真空中の透磁率 μ0を用いて

c =
1√
ε0μ0

( )

と表せる。気体中での光の速さ vは，気体の誘電率 ε，気体の透磁率 μを用いて

v =
1√
εμ

( )

と表せる。一方，気体中での光の速さ vは気体の屈折率 nを用いて

v =
c

n
( )

と記述することができることから，気体の屈折率 nと誘電率 εとの間には

n2 =
εμ

ε0μ0

( )

が成り立つ。可視光については μ � μ0とみなすことができるため，

n2 =
ε

ε0

( )

と求められる。式 (6)より気体の屈折率 nは誘電率 εによって決まることがわかる。

次に気体分子の中で電子が運動することを考える。光は電場と磁場が変動しなが
ら空間を伝わる電磁波である。角振動数がωのとき，時刻 tでの光の電場 (電界)の
強さEは

E(t) = E0 cos ωt ( )

と表すことができる。この電場による力を考え，以下の問いに答えなさい。

(1) 角振動数 ωで振動する光が気体に入射すると，気体分子中の電子 (質量m，電
荷−e (e > 0))には式 (7)で表せる電場から受ける力と，分子の中心からの距
離 (変位)xに比例した引力−kxがはたらく。ただし，kはばね定数で一定であ
り，k > mω2である。これら 2つの力を考えて，気体分子中の電子の運動方程
式を書き下しなさい。ただし，電子の運動は振動電場の方向のみに限られてい
るものとし，電子の加速度，速度，変位はそれぞれ d2x

dt2
，dx

dt
，xで表せるもの

とする。
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(2) 電子も入射した光と同じ角振動数 ω で振動すると考えられるので，x(t) =
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い。ただし，nが 1に非常に近いためn− 1 =

n2 − 1

n + 1
� n2 − 1

2
と近似できるも

のとする。また，求めた関係式より，問 1の式 (1)における αをm，e，k，ω， 
ε0，k�を用いて表しなさい。
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ら空間を伝わる電磁波である。角振動数がωのとき，時刻 tでの光の電場 (電界)の
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E(t) = E0 cos ωt ( )

と表すことができる。この電場による力を考え，以下の問いに答えなさい。

(1) 角振動数 ωで振動する光が気体に入射すると，気体分子中の電子 (質量m，電
荷−e (e > 0))には式 (7)で表せる電場から受ける力と，分子の中心からの距
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15 m 30 m 45 m 60 m
5 m

20 m

45 m

80 m

t=1 s t=2 s t=3 s t=4 s

t=1 s

t=2 s

t=3 s

t=4 s

解答例の図: 問 1（b）拡大する同心球面，問 1（d）自由落下しながら拡大する球面

(c) 解答例：どの質点も各 t毎の到達曲面は球面であるが，自由落下の法則（等加
速度運動の式）により，同じ距離 1

2
gt2だけ落下するように見えるため，到達曲

面は，問 1(a)で求めた半径 v0tの球面と自由落下 1
2
gt2の合成となる。

(d) 解答例：自由落下の法則により，時刻 t = 1, 2, 3, 4秒には，どの質点も距離
1
2
gt2 = 5, 20, 45, 80 mだけそれぞれ落下する。これらの落下点を中心とする半
径 v0t = 15, 30, 45, 60 mの球面をそれぞれ描けばよい。

問 2 (a) 解答例：自由落下する座標系 (x′, y′, z′)では, 重力と慣性力の合力がゼロとなる
ので

m
d2x′

dt2
= 0, m

d2y′

dt2
= 0, m

d2z′

dt2
= 0. (1)

座標系 (x, y, z)では重力が働くので，

m
d2x

dt2
= 0, m

d2y

dt2
= 0, m

d2z

dt2
= −mg. (2)

(b) 解答例：変換式を

x(t) = x′(t), y(t) = y′(t), z(t) = z′(t) − 1

2
gt2 + h, (3)

とすると，速度は，

　dx(t)

dt
=

dx′(t)
dt

, 　dy(t)

dt
=

dy′(t)
dt

, 　dz(t)

dt
=

dz′(t)
dt

− gt, (4)

2

解答例 [I]

出題意図

打ち上げ花火を題材にして，質点の運動を問うことで，力学の基礎事項（力が働かない
場合の慣性の法則と等速度運動，一様な力が働く場合の等加速度運動，抵抗力の働く場合
の終端速度の存在等）を物理として理解しているか，及び，それらを数式を用いて表現で
きるか否かを確認する。
問１では，重力だけが働く場合の打ち上げ花火の運動を，数式を用いずに考察し，問題

の本質的な理解を正確な文章と図で伝えられるかという表現能力を問う。
問 2では，問 1と同じ条件の下での花火の運動を，運動方程式を用いて考えることで，
数理的考察能力および数学の運用能力を問う。
問 3では，重力に加え，大気の抵抗が加わったより現実的な場合に，花火の運動はどの

ように変化するかを，前問の結果を踏まえて，総合的に考察できるかを判定する。
問 2，問 3では，運動方程式を微分方程式（微分を含む方程式）として認識はするが，
それを数学の問題として直接解くことはせず，それに代わって，重力が消えるような別の
座標系に移れば，問題を簡単化できるという物理的設定で考察してもらう。一様な（位置
や速度に依存しない）重力と速度に比例する抵抗力とはかなり異質な力であることが認識
できる。
これは，微分方程式の数学的解法に関する知識を要求せずに，重力があるために生じる

非斉次項を持つ線形微分方程式（運動方程式）の一般解が，重力が消去された斉次の線形
微分方程式の一般解に非斉次の線型方程式の特解を足した形で与えられることを物理的
視点から捉えたことになっていると考える。

問 1 (a) 解答例：鉛直下向きの重力が鉛直上向きの慣性力と釣り合うため（等価原理），
自由落下する観測者は重力を感じないので，打ち出された質点には何も力が働
いていないように見える。よって，慣性の法則（Newtonの運動第１法則）に
より，質点達は初速 v0で等速度直線運動をする。従って，時刻 tでの質点達の
到達曲面は放射点を中心とする半径 v0tの球面である。

(b) 解答例：それぞれ，高度 hの点を中心とする半径 v0t = 15, 30, 45, 60 mの同心
球面となる。
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15 m 30 m 45 m 60 m
5 m

20 m

45 m

80 m

t=1 s t=2 s t=3 s t=4 s

t=1 s

t=2 s

t=3 s

t=4 s

解答例の図: 問 1（b）拡大する同心球面，問 1（d）自由落下しながら拡大する球面

(c) 解答例：どの質点も各 t毎の到達曲面は球面であるが，自由落下の法則（等加
速度運動の式）により，同じ距離 1

2
gt2だけ落下するように見えるため，到達曲

面は，問 1(a)で求めた半径 v0tの球面と自由落下 1
2
gt2の合成となる。

(d) 解答例：自由落下の法則により，時刻 t = 1, 2, 3, 4秒には，どの質点も距離
1
2
gt2 = 5, 20, 45, 80 mだけそれぞれ落下する。これらの落下点を中心とする半
径 v0t = 15, 30, 45, 60 mの球面をそれぞれ描けばよい。

問 2 (a) 解答例：自由落下する座標系 (x′, y′, z′)では, 重力と慣性力の合力がゼロとなる
ので

m
d2x′

dt2
= 0, m

d2y′

dt2
= 0, m

d2z′

dt2
= 0. (1)

座標系 (x, y, z)では重力が働くので，

m
d2x

dt2
= 0, m

d2y

dt2
= 0, m

d2z

dt2
= −mg. (2)

(b) 解答例：変換式を

x(t) = x′(t), y(t) = y′(t), z(t) = z′(t) − 1

2
gt2 + h, (3)

とすると，速度は，

　dx(t)

dt
=

dx′(t)
dt

, 　dy(t)

dt
=

dy′(t)
dt

, 　dz(t)

dt
=

dz′(t)
dt

− gt, (4)

2

解答例 [I]

出題意図

打ち上げ花火を題材にして，質点の運動を問うことで，力学の基礎事項（力が働かない
場合の慣性の法則と等速度運動，一様な力が働く場合の等加速度運動，抵抗力の働く場合
の終端速度の存在等）を物理として理解しているか，及び，それらを数式を用いて表現で
きるか否かを確認する。
問１では，重力だけが働く場合の打ち上げ花火の運動を，数式を用いずに考察し，問題

の本質的な理解を正確な文章と図で伝えられるかという表現能力を問う。
問 2では，問 1と同じ条件の下での花火の運動を，運動方程式を用いて考えることで，
数理的考察能力および数学の運用能力を問う。
問 3では，重力に加え，大気の抵抗が加わったより現実的な場合に，花火の運動はどの

ように変化するかを，前問の結果を踏まえて，総合的に考察できるかを判定する。
問 2，問 3では，運動方程式を微分方程式（微分を含む方程式）として認識はするが，
それを数学の問題として直接解くことはせず，それに代わって，重力が消えるような別の
座標系に移れば，問題を簡単化できるという物理的設定で考察してもらう。一様な（位置
や速度に依存しない）重力と速度に比例する抵抗力とはかなり異質な力であることが認識
できる。
これは，微分方程式の数学的解法に関する知識を要求せずに，重力があるために生じる

非斉次項を持つ線形微分方程式（運動方程式）の一般解が，重力が消去された斉次の線形
微分方程式の一般解に非斉次の線型方程式の特解を足した形で与えられることを物理的
視点から捉えたことになっていると考える。

問 1 (a) 解答例：鉛直下向きの重力が鉛直上向きの慣性力と釣り合うため（等価原理），
自由落下する観測者は重力を感じないので，打ち出された質点には何も力が働
いていないように見える。よって，慣性の法則（Newtonの運動第１法則）に
より，質点達は初速 v0で等速度直線運動をする。従って，時刻 tでの質点達の
到達曲面は放射点を中心とする半径 v0tの球面である。

(b) 解答例：それぞれ，高度 hの点を中心とする半径 v0t = 15, 30, 45, 60 mの同心
球面となる。
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これを式 (10)の zに代入すると，軌道の式が得られる。

z =
sin α

cos α

√
x2 + y2 − g

2v2
0 cos2 α

(x2 + y2) + h. (14)

(g) 解答例：式 (12)を t2の２次方程式と見ると，

1

4
g2(t2)2 + [(z − h)g − v2

0]t
2 + (z − h)2 + x2 + y2 = 0. (15)

t2が実数解を持つのは，その判別式が非負のとき

[(z − h)g − v2
0]

2 − g2[(z − h)2 + x2 + y2] � 0. (16)

これを整理すると z − hの２次の項はキャンセルして，

　 z � h +
v2

0

2g
− g

2v2
0

(x2 + y2). (17)

よって，質点の到達可能領域は，上に凸な回転放物面（上に凸な放物線をその
対称軸 z軸の周りに回転させて得られる面）とその内部となる。この放物線は
鉛直投射の最高到達高度 h +

v2
0

2g
を頂点に持つ。高度 hの水平面では，斜方投射

の最大水平到達距離 v2
0

g
で特徴付けられる。[これは，自由落下しながら拡大す

る球面の包絡面である。]

地表面との交点を表す領域は，z = 0とおいて求められる，以下の円内である。

0 � x2 + y2 � 2v2
0

g

(
h +

v2
0

2g

)
. (18)

解答例：別解: 軌道の式 (14)の角度依存性を tan αで統一して書くと，

z = tan α
√

x2 + y2 − g

2v2
0

(tan2 α + 1)(x2 + y2) + h. (19)

式 (19)を tan αの２次式と見ると，

tan2 α − 2v2
0

g
√

x2 + y2
tan α +

2v2
0

g(x2 + y2)
(z − h) + 1 = 0. (20)

実数解を持つのは，その判別式が非負のときで，(17)と一致する。

　 v4
0

g2(x2 + y2)
− 2v2

0(z − h)

g(x2 + y2)
− 1 � 0 =⇒ z � h +

v2
0

2g
− g

2v2
0

(x2 + y2). (21)

問 3 (a) 解答例：V (t) = V0e
−ktを tで積分し，t = 0でX = 0となるように積分定数を

4

加速度は，

　d2x(t)

dt2
=

d2x′(t)
dt2

, 　d2y(t)

dt2
=

d2y′(t)
dt2

, 　d2z(t)

dt2
=

d2z′(t)
dt2

− g, (5)

よって，運動方程式は重力を含まない (1)から (2)が得られる。

[参考:t = 0での初期条件は以下のように満たされる。]

x(0) = x′(0) = 0, y(0) = y′(0) = 0, z(0) = z′(0) + h = h. (6)

v′
x(0) = vx(0) = v0 cos α cos ϕ, v′

y(0) = vy(0) = v0 cos α sin ϕ,

v′
z(0) = vz(0) = v0 sin α. (7)

(c) 解答例：t = 0で速度ベクトルは両座標系で一致するので，

v0
x = v0 cos α cos ϕ, v0

y = v0 cos α sin ϕ, v0
z = v0 sin α. (8)

(d) 解答例：自由落下する観測者の座標系 (x′, y′, z′)では重力は働かないので，質
点の運動は等速直線運動であり，これが運動方程式の解である。位置は，

x′(t) = v0t cos α cos ϕ, y′(t) = v0t cos α sin ϕ, z′(t) = v0t sin α. (9)

これらが時刻 t = 0での全ての初期条件を満たし，かつ，運動方程式の解になっ
ていることは簡単に確かめられる。よって，(3)の関係式より，

x(t) = v0t cos α cos ϕ, y(t) = v0t cos α sin ϕ, z(t) = v0t sin α − 1

2
gt2 + h. (10)

(e) 解答例：角度変数を消去していく。まず，ϕを消去する，

x2 + y2 = v2
0t

2 cos2 α,

(
z +

1

2
gt2 − h

)2

= v2
0t

2 sin2 α. (11)

次に，αを消去する，

x2 + y2 +

(
z +

1

2
gt2 − h

)2

= (v0t)
2. (12)

この式は，中心が (0, 0, h − 1
2
gt2)で半径が v0tの球面をあらわす。質点の集合

は，高度 hから鉛直下向きに−1
2
gt2だけ自由落下した半径 v0tの球面を描く。

(f) 解答例：式 (10)の xと yから，

t =

√
x2 + y2

v0 cos α
. (13)
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これを式 (10)の zに代入すると，軌道の式が得られる。

z =
sin α

cos α

√
x2 + y2 − g

2v2
0 cos2 α

(x2 + y2) + h. (14)

(g) 解答例：式 (12)を t2の２次方程式と見ると，

1

4
g2(t2)2 + [(z − h)g − v2

0]t
2 + (z − h)2 + x2 + y2 = 0. (15)

t2が実数解を持つのは，その判別式が非負のとき

[(z − h)g − v2
0]

2 − g2[(z − h)2 + x2 + y2] � 0. (16)

これを整理すると z − hの２次の項はキャンセルして，

　 z � h +
v2

0

2g
− g

2v2
0

(x2 + y2). (17)

よって，質点の到達可能領域は，上に凸な回転放物面（上に凸な放物線をその
対称軸 z軸の周りに回転させて得られる面）とその内部となる。この放物線は
鉛直投射の最高到達高度 h +

v2
0

2g
を頂点に持つ。高度 hの水平面では，斜方投射

の最大水平到達距離 v2
0

g
で特徴付けられる。[これは，自由落下しながら拡大す

る球面の包絡面である。]

地表面との交点を表す領域は，z = 0とおいて求められる，以下の円内である。

0 � x2 + y2 � 2v2
0

g

(
h +

v2
0

2g

)
. (18)

解答例：別解: 軌道の式 (14)の角度依存性を tan αで統一して書くと，

z = tan α
√

x2 + y2 − g

2v2
0

(tan2 α + 1)(x2 + y2) + h. (19)

式 (19)を tan αの２次式と見ると，

tan2 α − 2v2
0

g
√

x2 + y2
tan α +

2v2
0

g(x2 + y2)
(z − h) + 1 = 0. (20)

実数解を持つのは，その判別式が非負のときで，(17)と一致する。

　 v4
0

g2(x2 + y2)
− 2v2

0(z − h)

g(x2 + y2)
− 1 � 0 =⇒ z � h +

v2
0

2g
− g

2v2
0

(x2 + y2). (21)

問 3 (a) 解答例：V (t) = V0e
−ktを tで積分し，t = 0でX = 0となるように積分定数を

4

加速度は，

　d2x(t)

dt2
=

d2x′(t)
dt2

, 　d2y(t)

dt2
=

d2y′(t)
dt2

, 　d2z(t)

dt2
=

d2z′(t)
dt2

− g, (5)

よって，運動方程式は重力を含まない (1)から (2)が得られる。

[参考:t = 0での初期条件は以下のように満たされる。]

x(0) = x′(0) = 0, y(0) = y′(0) = 0, z(0) = z′(0) + h = h. (6)

v′
x(0) = vx(0) = v0 cos α cos ϕ, v′

y(0) = vy(0) = v0 cos α sin ϕ,

v′
z(0) = vz(0) = v0 sin α. (7)

(c) 解答例：t = 0で速度ベクトルは両座標系で一致するので，

v0
x = v0 cos α cos ϕ, v0

y = v0 cos α sin ϕ, v0
z = v0 sin α. (8)

(d) 解答例：自由落下する観測者の座標系 (x′, y′, z′)では重力は働かないので，質
点の運動は等速直線運動であり，これが運動方程式の解である。位置は，

x′(t) = v0t cos α cos ϕ, y′(t) = v0t cos α sin ϕ, z′(t) = v0t sin α. (9)

これらが時刻 t = 0での全ての初期条件を満たし，かつ，運動方程式の解になっ
ていることは簡単に確かめられる。よって，(3)の関係式より，

x(t) = v0t cos α cos ϕ, y(t) = v0t cos α sin ϕ, z(t) = v0t sin α − 1

2
gt2 + h. (10)

(e) 解答例：角度変数を消去していく。まず，ϕを消去する，

x2 + y2 = v2
0t

2 cos2 α,

(
z +

1

2
gt2 − h

)2

= v2
0t

2 sin2 α. (11)

次に，αを消去する，

x2 + y2 +

(
z +

1

2
gt2 − h

)2

= (v0t)
2. (12)

この式は，中心が (0, 0, h − 1
2
gt2)で半径が v0tの球面をあらわす。質点の集合

は，高度 hから鉛直下向きに−1
2
gt2だけ自由落下した半径 v0tの球面を描く。

(f) 解答例：式 (10)の xと yから，

t =

√
x2 + y2

v0 cos α
. (13)
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つ，vx(0) = v0 cos α cos ϕ, vy(0) = v0 cos α sin ϕ, vz(0) = v0 sin α,を満たす。]

vx(t) =v0 cos α cos ϕe−kt, vy(t) = v0 cos α sin ϕe−kt,

vz(t) =
(
v0 sin α +

g

k

)
e−kt − g

k
. (27)

(e) 解答例：角度変数を消去していく。まず，ϕを消去する，

x2 + y2 =
v2

0

k2
(1 − e−kt)2 cos2 α,

[
z +

g

k
t − g

k2
(1 − e−kt) − h

]2

=
v2

0

k2
(1 − e−kt)2 sin2 α. (28)

次に，αを消去する，

x2 + y2 +
[
z +

g

k
t − g

k2
(1 − e−kt) − h

]2

=
[v0

k
(1 − e−kt)

]2

. (29)

この式は，中心が (0, 0, h− g
k
t + g

k2 (1− e−kt))で半径が v0

k
(1− e−kt)の球面をあ

らわす。よって，大気の抵抗が働いても z軸上を落下する（自由落下では無い
が）球面になる。球は十分時間が経過すると終端速度 g

k
で落下する。

(f) 解答例：tが小さいときは ex = 1 + x + 1
2
x2を用いて 1 − e−kt = kt − 1

2
k2t2を

(29)に代入してみればわかるように，到達可能領域の境界面は，大気の抵抗が
無い場合の回転放物面に近い。

tが大きくなると，到達可能領域の境界面は回転放物面からずれて半径 v0

k
の円

筒面に近づいていく。なぜなら，関数 1 − e−ktは時間の経過に伴って 0から 1

の値をとるので，球の半径は v0

k
より大きくなることはないから。

よって，地表面との交点は，十分時間が経過すると

0 � x2 + y2 �
(v0

k

)2

.　 (30)

式 (29)は，もはや t2の２次方程式では無いので以前の議論は使えない。[しかし，
到達可能領域は，z軸上を落下する球面の包絡面であることにかわりはない。]

[参考:問 2(g)] パラメータ αを持つ一群の軌道の包絡線は，軌道の方程式，

F (x, y, z, α) := z − tan α
√

x2 + y2 +
g

2v2
0

(tan2 α + 1)(x2 + y2) − h = 0, (31)

とそのパラメータ微分

∂F (x, y, z, α)

∂α
= − sec2 α

√
x2 + y2 +

g

v2
0

sec2 α tan α(x2 + y2) = 0, (32)

6

選ぶと

X(t) =
V0

k
(1 − e−kt). (22)

グラフは t = 0でX = 0から単調増加して，t → ∞でX → V0

k
に漸近する。上

限値 V0

k
があることに注意。

0 t

X

k

V0

解答例の図: 問 3（a）抵抗力だけが働く運動

(b) 解答例：

m
dvx

dt
= −kmvx, m

dvy

dt
= −kmvy, m

dvz

dt
= −kmvz − mg. (23)

(c) 解答例：変換式を

x = x̃, y = ỹ, z = z̃ − g

k
t + h, (24)

とすると，以下のように重力が消去されることがわかる。

　dx

dt
=

dx̃

dt
,

dy

dt
=

dỹ

dt
,

dz

dt
=

dz̃

dt
− g

k
=⇒ d2x

dt2
=

d2x̃

dt2
,

d2y

dt2
=

d2ỹ

dt2
,

d2z

dt2
=

d2z̃

dt2
,

=⇒ m
dṽx

dt
= −kmṽx, m

dṽy

dt
= −kmṽy, m

dṽz

dt
= −kmṽz. (25)

(d) 解答例：(a)と (c)を用いると

x(t) =
1

k
v0 cos α cos ϕ(1 − e−kt), y(t) =

1

k
v0 cos α sin ϕ(1 − e−kt),

z(t) =
1

k

(
v0 sin α +

g

k

)
(1 − e−kt) − g

k
t + h,

→z(t) +
g

k
t − g

k2
(1 − e−kt) − h =

v0

k
sin α(1 − e−kt). (26)

[参考:これは，t = 0での初期条件 x(0) = 0, y(0) = 0, z(0) = h,を満たし，か
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つ，vx(0) = v0 cos α cos ϕ, vy(0) = v0 cos α sin ϕ, vz(0) = v0 sin α,を満たす。]

vx(t) =v0 cos α cos ϕe−kt, vy(t) = v0 cos α sin ϕe−kt,

vz(t) =
(
v0 sin α +

g

k

)
e−kt − g

k
. (27)

(e) 解答例：角度変数を消去していく。まず，ϕを消去する，

x2 + y2 =
v2

0

k2
(1 − e−kt)2 cos2 α,

[
z +

g

k
t − g

k2
(1 − e−kt) − h

]2

=
v2

0

k2
(1 − e−kt)2 sin2 α. (28)

次に，αを消去する，

x2 + y2 +
[
z +

g

k
t − g

k2
(1 − e−kt) − h

]2

=
[v0

k
(1 − e−kt)

]2

. (29)

この式は，中心が (0, 0, h− g
k
t + g

k2 (1− e−kt))で半径が v0

k
(1− e−kt)の球面をあ

らわす。よって，大気の抵抗が働いても z軸上を落下する（自由落下では無い
が）球面になる。球は十分時間が経過すると終端速度 g

k
で落下する。

(f) 解答例：tが小さいときは ex = 1 + x + 1
2
x2を用いて 1 − e−kt = kt − 1

2
k2t2を

(29)に代入してみればわかるように，到達可能領域の境界面は，大気の抵抗が
無い場合の回転放物面に近い。

tが大きくなると，到達可能領域の境界面は回転放物面からずれて半径 v0

k
の円

筒面に近づいていく。なぜなら，関数 1 − e−ktは時間の経過に伴って 0から 1

の値をとるので，球の半径は v0

k
より大きくなることはないから。

よって，地表面との交点は，十分時間が経過すると

0 � x2 + y2 �
(v0

k

)2

.　 (30)

式 (29)は，もはや t2の２次方程式では無いので以前の議論は使えない。[しかし，
到達可能領域は，z軸上を落下する球面の包絡面であることにかわりはない。]

[参考:問 2(g)] パラメータ αを持つ一群の軌道の包絡線は，軌道の方程式，

F (x, y, z, α) := z − tan α
√

x2 + y2 +
g

2v2
0

(tan2 α + 1)(x2 + y2) − h = 0, (31)

とそのパラメータ微分

∂F (x, y, z, α)

∂α
= − sec2 α

√
x2 + y2 +

g

v2
0

sec2 α tan α(x2 + y2) = 0, (32)

6

選ぶと

X(t) =
V0

k
(1 − e−kt). (22)

グラフは t = 0でX = 0から単調増加して，t → ∞でX → V0

k
に漸近する。上

限値 V0

k
があることに注意。

0 t

X

k

V0

解答例の図: 問 3（a）抵抗力だけが働く運動

(b) 解答例：

m
dvx

dt
= −kmvx, m

dvy

dt
= −kmvy, m

dvz

dt
= −kmvz − mg. (23)

(c) 解答例：変換式を

x = x̃, y = ỹ, z = z̃ − g

k
t + h, (24)

とすると，以下のように重力が消去されることがわかる。

　dx

dt
=

dx̃

dt
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dy

dt
=

dỹ

dt
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dz

dt
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dz̃

dt
− g

k
=⇒ d2x

dt2
=

d2x̃

dt2
,

d2y

dt2
=

d2ỹ

dt2
,

d2z

dt2
=

d2z̃

dt2
,

=⇒ m
dṽx

dt
= −kmṽx, m

dṽy

dt
= −kmṽy, m

dṽz

dt
= −kmṽz. (25)

(d) 解答例：(a)と (c)を用いると

x(t) =
1

k
v0 cos α cos ϕ(1 − e−kt), y(t) =

1

k
v0 cos α sin ϕ(1 − e−kt),

z(t) =
1

k

(
v0 sin α +

g

k

)
(1 − e−kt) − g

k
t + h,

→z(t) +
g

k
t − g
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(1 − e−kt) − h =
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k
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[参考:これは，t = 0での初期条件 x(0) = 0, y(0) = 0, z(0) = h,を満たし，か
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から αを消去してえられる。実際，2番目の式から

tan α =
v2

0

g
√

x2 + y2
. (33)

これを 1番目の式に代入すると，次式が得られる。

　 z = h +
v2

0

2g
− g

2v2
0

(x2 + y2). (34)

[参考:問 3(d)] 重力と抵抗力が働く場合の運動方程式は，重力を非斉次項として持つ
線形常微分方程式であるから，その一般解は，重力をゼロとして抵抗力のみの場合
の斉次方程式の一般解（初期条件で決まる減衰運動）と抵抗力と重力を含む非斉次
方程式の特解（終端速度での等速度運動）の和となる。

重力のみが働く場合，その一般解は，斉次方程式，つまり，全く力が働かない場合
の一般解（初期条件で決まる等速直線運動）と重力による非斉次方程式の特解（自
由落下運動，等加速度運動）の和として与えられるので，問１は正しい。

これら二つの場合の違いが理解できているか。(24)の座標変換は，特解部分を変換
の一部に持ち，残りが斉次方程式の一般解に対応するとわかる。]

[注意：問 3(d)] 重力と抵抗力は力としては加え合わせられるが，それぞれの力によ
る運動方程式を別々に解いた後で，それらの解としての位置ベクトルを加え合わせ
たものは，重力と抵抗力が同時に働く場合の運動方程式の解にはならない。問１と
の違いに注意。]
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問 1 (1) nL sin θ = nH sin φ

(2) 全反射が起きる際には nL sin θc = nH

sin θc = sin
(π

2
− βc

)
= cos βcであるので nL cos βc = nH

よって

βc =
√

2 − 2 cos βc =

√

2

(
1 − nH

nL

)

(3) 式 (1)より nH − 1

nL − 1
=

TL

TH

したがって，1 − nH

nL

= 1 − 1

nL

{
1 +

TL

TH

(nL − 1)

}
=

(
1 − 1

nL

)(
1 − TL

TH

)

よって

βc =

√

2

(
1 − 1

nL

)(
1 − TL

TH

)

(4) 代入すると βc = 5.434 × 10−3

よって 1.5/ tan (5.434 × 10−3) = 276.0

2.8 ×102 m離れたところに見える。

問 2 (1) 屈折の法則より，平面鏡での屈折角度を rとすると

sin
π

4
= nP sin r

sin r =
1√
2nP

光路長は 2dnP

cos r
より求められるので，cos r =

√
1 − 1

2n2
P

を代入することにより

2
√

2dn2
P√

2n2
P − 1

とわかる。

(2) 光の強度は気体を入れ始めると弱くなり，その後明暗を繰り返す。

(3) 強めあうとき，光路差が波長の整数倍である。光路差は容器A1とA2内部の屈

2

解答例：課題 II

出題意図

設問を通じて，マクロな物理現象をミクロな視点から理解することを目的とし，光の反
射・屈折現象を題材に問題を作成した。分野としては光の性質，熱力学，電磁気と幅広く，
融合問題となっている。
　問 1では光の全反射によるマクロな物理現象として逃げ水を取り上げている。問題を通
じて，屈折率は温度によって決まる物理量であるということを学ぶ。
　問 2では実際に気体の屈折率を測定する際に用いられている干渉計での実験を通じて，
どの物理量が気体の屈折率を決定しているのかを理解してもらうことを目的としている。
光の干渉と熱力学との融合問題である。
　問 3では屈折率をミクロな視点から捉えることを目指している。高校では光のもつ振動
数 (周波数)によって屈折率が異なる (光の分散)ことを学ぶ。この周波数依存性を解釈す
るためには，気体の分子レベルでの性質を考慮する必要がある。その際に誘電率を理解す
ることが必要不可欠となる。物質に電場を印加すると，物質内部の電荷分布に変化が生
じ，電気双極子モーメントが誘起され，それにより逆向きの電場が形成される。単位体積
当たりの電気双極子モーメントが分極であり，この分極と電場とを結び付けているのが誘
電率である。分極の機構には大きく 3つ (配向分極，イオン分極，電子分極)あるが，今
回の問題では光を取り扱っていることから，高い振動数に追随することが可能な電子分極
の寄与のみを考えている。古典的な振動子モデルを考え，運動方程式を解くことにより，
屈折率が気体の個数密度にのみ依存していることを導かせる。問題を通じて，マクロな物
理現象として屈折率を捉えた場合の問 2と同じ関係が得られることを学ばせることを目的
としている。
　高校ではあまり取り扱わない誘電率を主体としているため，問 3は概念を理解すること
に多少時間がかかるかもしれないが，設問自体は高校範囲の数学，物理を理解していれば
解ける問題である。三角関数の計算などでは電卓を使用してよいため，計算力や暗記力を
問う問題ではない。
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(4) 前問 (3)と式 (8)より

P = −ρex = (ε − ε0)E

であるので，代入すると

ε − ε0 =
ρe2

k − mω2

式 (6)より

n2 − 1 =
ρe2

ε0(k − mω2)

と求まる。近似式より

n − 1 � n2 − 1

2
=

ρe2

2ε0(k − mω2)

n = 1 +
ρe2

2ε0(k − mω2)

一方，問 2(5)より

n = 1 + αkBρ

であるので，

α =
e2

2k�ε0(k − mω2)

と求まる。

4

折率の違いによるので

�(n0 − 1) = Nλ

n0 = 1 +
λ

�
N

(4) T= 299 K，p = 1.010× 105のときの屈折率を n1， T= 299 K，p = 6.99× 104

のときの屈折率をn2とすると，屈折率の違いにより生じる光路差は (n1 −n2)�

と表せる。
式 (1)より

(n1 − n2)� = {(n1 − 1) − (n2 − 1)}� =
1.010 × 105 − 6.99 × 104

299
α�

光が強めあう条件を考えることにより

1.010 × 105 − 6.99 × 104

299
α� = 75 × (6.33 × 10−7)

α = 3.043 × 10−6

よって

n − 1 = 3.043 × 10−6 × 1.01 × 105

273

n = 1.0011257 � 1.00113

(5) 状態方程式より p

T
= ρkB であるので式 (1)に代入すると n − 1 = αkBρ とわ

かる。

問 3 (1) m
d2x

dt2
+ kx = −eE もしくはm

d2x

dt2
+ kx = −eE0 cos ωt

(2) 運動方程式に代入すると

−mx0ω
2 cos ωt + kx0 cos ωt = −eE0 cos ωt

mx0

(
k

m
− ω2

)
= −eE0

x0 =
−eE0

k − mω2

(3)

P = −ρex0 cos ωt =
ρe2E0

k − mω2
cos ωt
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問 2 次に，図 2のような回転中心Oを通る直線状の細い溝がある円板が一定の角速
度 ω(ただし ω > 0)で反時計回りに回転している状況を考える。点Oにある
質量mの小球に，円板と一緒に回転している観測者から見て大きさ v0の初速
度を与えて外向きに打ち出すときの小球の運動を考えよう。以降は溝の底面も
なめらかであり，小球と溝の壁面や底面との摩擦，空気による抵抗はないとす
る。以下の問 2(a)から問 2(c)では円板と一緒に回転している観測者の視点か
ら考えなさい。ただし，円板と一緒に回転している観測者からみると，溝の中
を運動している小球に，その位置に静止している場合と同じ遠心力がはたらく
ことが知られている。

O m

r

R

ω

図 2

(a) 小球が点Oから半径 rの位置にあるとき，小球にはたらく力の溝に平行
な成分 F2(r)を求めなさい。ただし，中心から見て外向きを正とする。

(b) 小球が点Oから半径 rの位置まで動いたとき，その間に問 2(a)で求めた
力が小球に対してした仕事W2を求めなさい。仕事は問 1(b)で求めたの
と同様に計算できる。

(c) 小球が原点から半径 rの位置にあるときの小球の速さ v2を求めなさい。

(d) 小球が円板を飛び出した瞬間の，円板の外で静止している観測者から見
た小球の速度の溝に平行な成分と溝に垂直な成分を求めなさい。ただし，
溝に平行な成分は点Oから見て外向きを正とし，溝に垂直な成分は回転
の正の向きに動いている場合を正とする。

2

[I]

細い直線状の溝がある半径Rの水平な円板が，水平面内を回転できるように設置
されている。円板上の溝の中には質量mの小球があり，溝の両端からのみ外に飛び
出すことができる。このような小球の運動を考えよう。ただし，小球は転がること
なく溝の中をすべるとする。

問 1 図 1のような中心Oを通る直線状の細い溝がある半径 Rの円板が水平に置か
れている。まずは，円板が回転していない状況を考える。点Oにある小球に大
きさ v0の初速度を与えて外向きに打ち出す。小球が溝をすべる際の溝の底面
との動摩擦係数を μ′とし，溝の底面との静止摩擦係数 μは動摩擦係数よりも
大きいとする。小球と溝の壁面との摩擦や空気による抵抗は無視できるとし，
重力加速度の大きさを gとして以下の問いに答えなさい。

O m

r

R

図 1

(a) 小球が点Oから半径 rの位置まで静止することなく動いた。この位置にお
いて，小球にはたらく力の溝に平行な成分 F1(r)を求めなさい。ただし，
中心から見て外向きを正とする。

(b) 小球が点Oから半径 rの位置まで静止することなく動いたとき，その間
に問 1(a)で求めた力が小球にした仕事W1は，W1 =

∫ r

0

F1(r
′)dr′と計算

できる。W1を求めなさい。

(c) 小球が円板の端まで到達するための v0の条件を求めなさい。

(d) 問 1(c)の条件を満たすとき，小球が円板から飛び出すときの小球の速さ
v1を求めなさい。
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問 2 次に，図 2のような回転中心Oを通る直線状の細い溝がある円板が一定の角速
度 ω(ただし ω > 0)で反時計回りに回転している状況を考える。点Oにある
質量mの小球に，円板と一緒に回転している観測者から見て大きさ v0の初速
度を与えて外向きに打ち出すときの小球の運動を考えよう。以降は溝の底面も
なめらかであり，小球と溝の壁面や底面との摩擦，空気による抵抗はないとす
る。以下の問 2(a)から問 2(c)では円板と一緒に回転している観測者の視点か
ら考えなさい。ただし，円板と一緒に回転している観測者からみると，溝の中
を運動している小球に，その位置に静止している場合と同じ遠心力がはたらく
ことが知られている。

O m

r

R

ω

図 2

(a) 小球が点Oから半径 rの位置にあるとき，小球にはたらく力の溝に平行
な成分 F2(r)を求めなさい。ただし，中心から見て外向きを正とする。

(b) 小球が点Oから半径 rの位置まで動いたとき，その間に問 2(a)で求めた
力が小球に対してした仕事W2を求めなさい。仕事は問 1(b)で求めたの
と同様に計算できる。

(c) 小球が原点から半径 rの位置にあるときの小球の速さ v2を求めなさい。

(d) 小球が円板を飛び出した瞬間の，円板の外で静止している観測者から見
た小球の速度の溝に平行な成分と溝に垂直な成分を求めなさい。ただし，
溝に平行な成分は点Oから見て外向きを正とし，溝に垂直な成分は回転
の正の向きに動いている場合を正とする。

2

[I]

細い直線状の溝がある半径Rの水平な円板が，水平面内を回転できるように設置
されている。円板上の溝の中には質量mの小球があり，溝の両端からのみ外に飛び
出すことができる。このような小球の運動を考えよう。ただし，小球は転がること
なく溝の中をすべるとする。

問 1 図 1のような中心Oを通る直線状の細い溝がある半径 Rの円板が水平に置か
れている。まずは，円板が回転していない状況を考える。点Oにある小球に大
きさ v0の初速度を与えて外向きに打ち出す。小球が溝をすべる際の溝の底面
との動摩擦係数を μ′とし，溝の底面との静止摩擦係数 μは動摩擦係数よりも
大きいとする。小球と溝の壁面との摩擦や空気による抵抗は無視できるとし，
重力加速度の大きさを gとして以下の問いに答えなさい。

O m

r

R

図 1

(a) 小球が点Oから半径 rの位置まで静止することなく動いた。この位置にお
いて，小球にはたらく力の溝に平行な成分 F1(r)を求めなさい。ただし，
中心から見て外向きを正とする。

(b) 小球が点Oから半径 rの位置まで静止することなく動いたとき，その間
に問 1(a)で求めた力が小球にした仕事W1は，W1 =

∫ r

0

F1(r
′)dr′と計算

できる。W1を求めなさい。

(c) 小球が円板の端まで到達するための v0の条件を求めなさい。

(d) 問 1(c)の条件を満たすとき，小球が円板から飛び出すときの小球の速さ
v1を求めなさい。
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(e) uB(�)，uC(�)を �の関数としてみたとき，0 � � � Rの範囲で，グラフの
おおよその形を描きなさい。

(f) 小球が点 Bまたは点 Cから円板を飛び出すとき，円板の外で静止してい
る観測者から見たときの小球の速さの最大値と最小値を求めなさい。た
だし，�は 0 � � � Rを満たすとする。

4

問 3 問 2では，回転中心Oを通る溝のみを考えたが，溝の位置を点Oからずらす
ことで円板から飛び出す速さをもっと速くできないだろうか。そこで図 3のよ
うに，点Oからずれた位置に直線状の細い溝がある半径Rの円板が水平面内
を一定の角速度 ω(ただし ω > 0)で反時計回りに回転している状況を考える。
点Oから溝に下した垂線の足をAとし，OA間の距離を �とする。点Aから
みて回転の正の向きにある溝の端点を C，回転の負の向きにある端点を Bと
する。点Aにある質量mの小球に円板と一緒に回転している観測者から見て
大きさ v0の初速度を与えて点Bまたは点Cの向きに打ち出すときの小球の運
動を考えよう。問 2と同様に溝の底面もなめらかであり，小球と溝の壁面や底
面との摩擦，空気による抵抗はないとする。

O

m

x

R

ω

ℓ

A

C B

図 3

まずは円板と一緒に回転している観測者の視点から考える。

(a) 小球が点Aから点Bに向かって動いた。小球が点Aから距離 xの位置に
あるとき，小球にはたらく力の溝に平行な成分 F3(x)を求めなさい。た
だし点Aから点Bの向きを正とする。

(b) 小球が点Aから点Bに向かって距離 xの位置まで動いたとき，小球の速
さ v3を求めなさい。

次に，円板の外で静止している観測者の視点で考える。これ以降，初速度 v0

は十分に小さいとして v0 = 0と近似できるとする。

(c) 小球が点 Bから円板外に飛び出したとき，円板の外で静止している観測
者からみた小球の速さ uB(�)を求めなさい。

(d) 小球が点 Cから円板外に飛び出したとき，円板の外で静止している観測
者からみた小球の速さ uC(�)を求めなさい。
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(e) uB(�)，uC(�)を �の関数としてみたとき，0 � � � Rの範囲で，グラフの
おおよその形を描きなさい。

(f) 小球が点 Bまたは点 Cから円板を飛び出すとき，円板の外で静止してい
る観測者から見たときの小球の速さの最大値と最小値を求めなさい。た
だし，�は 0 � � � Rを満たすとする。

4

問 3 問 2では，回転中心Oを通る溝のみを考えたが，溝の位置を点Oからずらす
ことで円板から飛び出す速さをもっと速くできないだろうか。そこで図 3のよ
うに，点Oからずれた位置に直線状の細い溝がある半径Rの円板が水平面内
を一定の角速度 ω(ただし ω > 0)で反時計回りに回転している状況を考える。
点Oから溝に下した垂線の足をAとし，OA間の距離を �とする。点Aから
みて回転の正の向きにある溝の端点を C，回転の負の向きにある端点を Bと
する。点Aにある質量mの小球に円板と一緒に回転している観測者から見て
大きさ v0の初速度を与えて点Bまたは点Cの向きに打ち出すときの小球の運
動を考えよう。問 2と同様に溝の底面もなめらかであり，小球と溝の壁面や底
面との摩擦，空気による抵抗はないとする。
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図 3

まずは円板と一緒に回転している観測者の視点から考える。

(a) 小球が点Aから点Bに向かって動いた。小球が点Aから距離 xの位置に
あるとき，小球にはたらく力の溝に平行な成分 F3(x)を求めなさい。た
だし点Aから点Bの向きを正とする。

(b) 小球が点Aから点Bに向かって距離 xの位置まで動いたとき，小球の速
さ v3を求めなさい。

次に，円板の外で静止している観測者の視点で考える。これ以降，初速度 v0

は十分に小さいとして v0 = 0と近似できるとする。

(c) 小球が点 Bから円板外に飛び出したとき，円板の外で静止している観測
者からみた小球の速さ uB(�)を求めなさい。

(d) 小球が点 Cから円板外に飛び出したとき，円板の外で静止している観測
者からみた小球の速さ uC(�)を求めなさい。
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問 2 (3)式の定義に従って �cos ω�t�T 　を求め，ω，ω�，tを用いて表しなさい。ただ
し，ωと ω�は等しいとは限らないことに注意しなさい。

問 3 (1)式のE(x, t)を光の電場の大きさとする。(1)式を (2)式に代入して位置 xに
おける光の強度 I(x, t)を求めなさい。ただし，E0，ωはいずれも定数とする。
また，(3)式の時間積分を実行する際には，位置 xは定数とみなしてよい。

次に，角周波数が ωと ω + Δωでわずかに異なる二つの単色光を考える。それぞ
れの光の電場は正弦関数で表され，光の電場の向き（偏光方向）が同じであるとす
る。これらの単色光を重ね合わせて合成波を作る。このとき，合成波の光の電場は
それぞれの光の電場の和で表される。このとき合成波には「うなり」が生じ，光の
強度の増減が繰り返されることになる。

問 4

(a)
〈{A sin ωt + B sin (ω + Δω) t}2〉

T
を計算しなさい。

(b) Δωが十分小さいとき (|Δω| << ω)には,

〈{A sin ωt + B sin (ω + Δω) t}2〉
T
∼= A2 + B2 + 2AB cos Δωt

2

となることを示しなさい。lim
x→0

sin x

x
= 1を証明せずに用いても良い。

問 5 x方向の正の向きに進む光の電場が

E(x, t) = E0 sin
{

ω
(
t − x

c

)}
+ αE0 sin

{
(ω + Δω)

(
t − x

c

)}

と書かれる場合を考える。角周波数の違いΔωは光の角周波数 ωと比べて十
分小さいものとする。また，αは定数とする。このとき，位置 x，時間 tでの
光強度は I = I0 {1 + V cos φ(x, t)} と表記することができ，干渉によって光の
強度が時間とともに増減する。平均強度 I0, コントラスト V , 位相 φ(x, t)を求
めなさい。

6

[II]

以下の問いに答えなさい。必要なら三角関数に関する以下の公式を用いてよい。

sin x + sin y = 2 sin
x + y

2
cos

x − y

2

cos x − cos y = −2 sin
x + y

2
sin

x − y

2

sin x sin y = −1

2
{cos (x + y) − cos (x − y)}

A.

波とは，何らかの物理量が空間的・時間的に変化しながら伝播する現象のことで
ある。x方向の正の向きに伝播する単一周波数の平面波は

E(x, t) = E0 sin
{

ω
(
t − x

c

)}
(1)

のように正弦関数で記述される。ここで，xは位置，tは時間を表す。E(x, t)は変
化する物理量，E0は波の振幅，cは波の速さ，ωは角周波数である。

問 1 波長 λ，周期 T を，角周波数 ωおよび波の速さ cを用いて表しなさい。

光は波の一種であり，振動する電磁場がその正体である。光の周波数は極めて高
いので，光の電場や磁場の変化を直接観測することはできない。光検出器で測定でき
るのは光の強度である。角周波数ωの光の強度 I(x, t)は，光の電場の大きさE(x, t)

の二乗をその一周期（T）で時間平均した量を使って，

I(x, t) =
�0c

2

〈
E(x, t)2

〉
T

(2)

で与えられる。ここで，�0は誘電率であり，cは光の速さに対応する。また，� �T
は“光の電場の一周期で時間平均を取る”，という記号である。すなわち，� �T は，
A(t)を時間 tの関数として，

�A(t)�T =
1

T

∫ t+ T
2

t−T
2

A(t�)dt� (3)

のように定義される。以下の設問では，� �T を求める際には，角周波数ωの波の周
期 T を用いなさい。
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問 2 (3)式の定義に従って �cos ω�t�T 　を求め，ω，ω�，tを用いて表しなさい。ただ
し，ωと ω�は等しいとは限らないことに注意しなさい。

問 3 (1)式のE(x, t)を光の電場の大きさとする。(1)式を (2)式に代入して位置 xに
おける光の強度 I(x, t)を求めなさい。ただし，E0，ωはいずれも定数とする。
また，(3)式の時間積分を実行する際には，位置 xは定数とみなしてよい。

次に，角周波数が ωと ω + Δωでわずかに異なる二つの単色光を考える。それぞ
れの光の電場は正弦関数で表され，光の電場の向き（偏光方向）が同じであるとす
る。これらの単色光を重ね合わせて合成波を作る。このとき，合成波の光の電場は
それぞれの光の電場の和で表される。このとき合成波には「うなり」が生じ，光の
強度の増減が繰り返されることになる。

問 4

(a)
〈{A sin ωt + B sin (ω + Δω) t}2〉

T
を計算しなさい。

(b) Δωが十分小さいとき (|Δω| << ω)には,

〈{A sin ωt + B sin (ω + Δω) t}2〉
T
∼= A2 + B2 + 2AB cos Δωt

2

となることを示しなさい。lim
x→0

sin x

x
= 1を証明せずに用いても良い。

問 5 x方向の正の向きに進む光の電場が

E(x, t) = E0 sin
{

ω
(
t − x

c

)}
+ αE0 sin

{
(ω + Δω)

(
t − x

c

)}

と書かれる場合を考える。角周波数の違いΔωは光の角周波数 ωと比べて十
分小さいものとする。また，αは定数とする。このとき，位置 x，時間 tでの
光強度は I = I0 {1 + V cos φ(x, t)} と表記することができ，干渉によって光の
強度が時間とともに増減する。平均強度 I0, コントラスト V , 位相 φ(x, t)を求
めなさい。

6

[II]

以下の問いに答えなさい。必要なら三角関数に関する以下の公式を用いてよい。

sin x + sin y = 2 sin
x + y

2
cos

x − y

2

cos x − cos y = −2 sin
x + y

2
sin

x − y

2

sin x sin y = −1

2
{cos (x + y) − cos (x − y)}

A.

波とは，何らかの物理量が空間的・時間的に変化しながら伝播する現象のことで
ある。x方向の正の向きに伝播する単一周波数の平面波は

E(x, t) = E0 sin
{

ω
(
t − x

c

)}
(1)

のように正弦関数で記述される。ここで，xは位置，tは時間を表す。E(x, t)は変
化する物理量，E0は波の振幅，cは波の速さ，ωは角周波数である。

問 1 波長 λ，周期 T を，角周波数 ωおよび波の速さ cを用いて表しなさい。

光は波の一種であり，振動する電磁場がその正体である。光の周波数は極めて高
いので，光の電場や磁場の変化を直接観測することはできない。光検出器で測定でき
るのは光の強度である。角周波数ωの光の強度 I(x, t)は，光の電場の大きさE(x, t)

の二乗をその一周期（T）で時間平均した量を使って，

I(x, t) =
�0c

2

〈
E(x, t)2

〉
T

(2)

で与えられる。ここで，�0は誘電率であり，cは光の速さに対応する。また，� �T
は“光の電場の一周期で時間平均を取る”，という記号である。すなわち，� �T は，
A(t)を時間 tの関数として，

�A(t)�T =
1

T

∫ t+ T
2

t−T
2

A(t�)dt� (3)

のように定義される。以下の設問では，� �T を求める際には，角周波数ωの波の周
期 T を用いなさい。
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問 2 可動鏡が一定の速さ vで半透鏡から遠ざかると，光検出器上では経路１と経路
2を通った光が重なり合って干渉し，光の強度が時間とともに周期的に変化す
る。時刻 tでの可動鏡の位置が L1 = L0 + vt(v > 0)と表されるとき，光強度
の増減の周期をω，c，vを用いて表しなさい。ただし，反射された光はドップ
ラー効果により波長が変化するはずであるが，ここでは簡単のためドップラー
効果を無視する。

問 3 実際には，経路１の可動鏡を速さ vで移動させると，反射波の角周波数はドッ
プラー効果により変化する。以下のような手順で反射波の角周波数を求めよ
う。ただし，c≫ vのときには，光のドップラー効果は音波の場合と同じよう
に取り扱うことができ，静止している場所から測った光の速さは角周波数によ
らず常に一定（c）であると考えてよい。

(a) 時刻 t1に半透鏡で反射された光が可動鏡で反射され，再び半透鏡に到達する時
刻 t2を t1，L0，v，cを用いて表しなさい。

(b) 時刻 t1 + Δt1 に半透鏡で反射された光が可動鏡で反射され，再び半透鏡に到達
する時刻を t2 + Δt2 とする。Δt2をΔt1，v，cを用いて表しなさい。　

(c) 時間Δt1およびΔt2のあいだに光の電場が振動する回数は等しくなくてはなら
ないことに注意して，反射波の角周波数を ω，v，cを用いて表しなさい。

(d) ドップラー効果を考慮すると，光検出器上では角周波数の異なる二つの光が重
ね合わされていることになる。このため二つの光はうなりを起こす。光の強度
の増減の周期を求めなさい。

問 4 可動鏡の反射率は 1（完全反射）だが，固定鏡の反射率はβだった。（すなわち，
固定鏡に入射した光の強度が I1だとすると，反射光の強度は βI1になる。）光
検出器で観測される干渉のコントラスト V（A. 問 5参照）を求めなさい。

8

B.

図１のように，光源，半透鏡，可動鏡，固定鏡，光検出器から構成される干渉計
を考える。図１の左にある光源から角周波数 ωの単色光を入射する。この光は平面
波として取り扱うことができる。光は半透鏡で１：１の強度比に分割され，一方は
反射されて図の上方（経路 1）へ，もう一方は透過して図の右側（経路 2）へ進む。
経路 1には移動可能な鏡（可動鏡）が，経路 2には位置が固定された鏡（固定鏡）が
あり，それぞれの鏡で反射された光は半透鏡上の同じ位置で重ね合わされる。経路
1を通った光の半分が半透鏡を透過し，経路 2を通った光の半分が半透鏡で反射さ
れて，光検出器上の同じ位置に照射される。光源，固定鏡，光検出器と半透鏡との
距離は等しく，Lであった。可動鏡と半透鏡の距離をL1とする。また，空間を満た
している媒質の屈折率は 1，光の速さは cとする。

図 1:

問 1 はじめ可動鏡は半透鏡から距離 L0の位置に静止していた（L1 = L0）。このと
き，光検出器上で観測される光の強度は，可動鏡側と固定鏡側を進んだ光の光
路長の差によって異なる。光検出器上で観測される光の強度が最大になるとき
の Lと L0の関係を示しなさい。
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問 2 可動鏡が一定の速さ vで半透鏡から遠ざかると，光検出器上では経路１と経路
2を通った光が重なり合って干渉し，光の強度が時間とともに周期的に変化す
る。時刻 tでの可動鏡の位置が L1 = L0 + vt(v > 0)と表されるとき，光強度
の増減の周期をω，c，vを用いて表しなさい。ただし，反射された光はドップ
ラー効果により波長が変化するはずであるが，ここでは簡単のためドップラー
効果を無視する。

問 3 実際には，経路１の可動鏡を速さ vで移動させると，反射波の角周波数はドッ
プラー効果により変化する。以下のような手順で反射波の角周波数を求めよ
う。ただし，c≫ vのときには，光のドップラー効果は音波の場合と同じよう
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する時刻を t2 + Δt2 とする。Δt2をΔt1，v，cを用いて表しなさい。　
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検出器で観測される干渉のコントラスト V（A. 問 5参照）を求めなさい。
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☆解説
以上の原理を応用すると，生体のように不透明な物体の奥行方向の断層画像を得

ることができる。これは光コヒーレンストモグラフィーと呼ばれ，医療分野で実用
化されている。図 1で固定鏡の代わりに奥行きのある半透明な物体を置いたとしよ
う。これは反射率の異なる固定鏡が奥行方向に連続して置かれているとみなすこと
ができる。経路 2を通り物体の内部から反射した光と経路１を通った光が光検出器
上に同時に辿り着けば，干渉による明滅が観測される。光源としてある一定時間だ
け光が出力されるようなパルス光を用いると，干渉のコントラストと可動鏡位置の
関係から，物体の奥行方向の断層画像を得ることができる。

図 2: 網膜の光コヒーレンストモグラフィー断層画像

図 3: 光コヒーレンストモグラフィー装置の概要
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しいと思います。この問 2までできる方は大学 1年生の講義にも対応できる応用力

があると思われます。その意味で，問 2は 40点の配点をしています。問 3は力や速

度をベクトルとしてしっかり理解し，数学のベクトルや微積分の知識を活用して問

題を解いていかなければならない，非常に高度な問題であるといえます。問 3には

30点を配点します。

2

解答例：課題 I

出題意図

物体を円板の上に乗せて回転させると，物体は外側に力を受けて飛び出そうとし

ます。このような円板上での物体の運動を力学的に扱うとき，二つの考え方があり

ます。一つは回転している物体と一緒に回転している観測者から考える方法，もう

一つは回転している円板の外から物体の運動を考える方法です。前者の場合，観測

者は加速度運動をしているために慣性力を考える必要が出てきます。本問題では，特

に慣性力の中でも遠心力と呼ばれる外向きにかかる力に着目し，小球の運動を考え

ます。この問題では，小球は溝に沿った運動しかしないので，速度に垂直な方向に

はたらくコリオリ力を考える必要はありません。重要なのは小球と一緒に回転して

いる観測者からみると，遠心力は重力のように位置エネルギーのようなもの（大学

の物理ではポテンシャルといいます）を持つところです。そのため，エネルギー保

存則で考えると小球の運動をわかりやすく記述することができます。円板から飛び

出すまでの運動は，円板と一緒に回転している観測者の視点で考えられるのですが，

円板の外から見ている観測者からみた，円板から飛び出した後の小球の速度は，円

板の回転速度も考慮する必要があります。つまり，速度の向きを考えて速度の合成

をする必要があるのです。後半の問題では，円の中心を通らない溝から飛び出た小

球の速さが最大と最小になる場合を考えますが，これは，円板が回転していること

により得られる速度と，円板と一緒に回転している観測者からみた円板から飛び出

す小球の速度が，ともに大きく，かつ，できるだけ同じ向きを向くときに速さが大

きくなります。この事実は，遠心ポンプの形状の設計する際にも考慮されています。

その条件を数学を使って計算してみてほしいというのがこの問題の最終的な課題で

す。そのためには，物理の力学の知識だけではなく，数学の微積分を使いこなす力

が必要となってきます。

問 1は基礎的な力学，特に摩擦を扱う問題ですので，大学に進学する際には必ず

解けてほしい問題であり，30点の配点とします。問 2は，問 1の考え方を応用し，慣

性力である遠心力を仕事の観点から考える応用問題です。計算自体はあまり難しく

ないので，じっくりと説明を読んだり，教科書などを調べて解答にたどり着いてほ

1
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30点を配点します。
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解答例：課題 I

出題意図
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の物理ではポテンシャルといいます）を持つところです。そのため，エネルギー保

存則で考えると小球の運動をわかりやすく記述することができます。円板から飛び
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円板の外から見ている観測者からみた，円板から飛び出した後の小球の速度は，円

板の回転速度も考慮する必要があります。つまり，速度の向きを考えて速度の合成

をする必要があるのです。後半の問題では，円の中心を通らない溝から飛び出た小

球の速さが最大と最小になる場合を考えますが，これは，円板が回転していること

により得られる速度と，円板と一緒に回転している観測者からみた円板から飛び出

す小球の速度が，ともに大きく，かつ，できるだけ同じ向きを向くときに速さが大

きくなります。この事実は，遠心ポンプの形状の設計する際にも考慮されています。

その条件を数学を使って計算してみてほしいというのがこの問題の最終的な課題で

す。そのためには，物理の力学の知識だけではなく，数学の微積分を使いこなす力

が必要となってきます。

問 1は基礎的な力学，特に摩擦を扱う問題ですので，大学に進学する際には必ず

解けてほしい問題であり，30点の配点とします。問 2は，問 1の考え方を応用し，慣

性力である遠心力を仕事の観点から考える応用問題です。計算自体はあまり難しく
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問 3 (a) 遠心力は大きさmω2
√

�2 + x2で動径方向の外向きにはたらく。溝に沿った

向きの成分は，幾何学的に考えて，その x√
�2 + x2

倍であるので，

F3(x) = mω2
√

x2 + �2
x√

x2 + �2
= mω2x

(b) 問 1や問 2と同様に仕事を計算すると，

W3 =

∫ x

0

F (x′)dx′ =

∫ x

0

mω2x′dx′ =
m

2
ω2x2

である。よって，速さは

1

2
mv0

2 +
m

2
ω2x2 =

m

2
v3

2

より，v3 =
√

v0
2 + ω2x2。

(c) v0 = 0と近似できるので，円板と一緒に運動する観測者からみた，小球

が飛び出すときの速さは ω
√

R2 − �2となる。角 AOBの大きさを θとお

くと，cos θ =
�

R
。また，円板の端での円板の速度は接線方向に ωRであ

る。これらを考慮して，余弦定理より，

uB(�)2 = (ωR)2 +
(
ω
√

R2 − �2
)2

− 2ω2R
√

R2 − �2 cos θ

これより，

uB(�) = ω

√
2R2 − �2 − 2�

√
R2 − �2

(d) (c)とほぼ同様に考えられるが，飛び出す点がCであるため，速度の向き

が逆である。よって，

uC(�)2 = (ωR)2 +
(
ω
√

R2 − �2
)2

− 2ω2R
√

R2 − �2 cos(π − θ)

が成立する。これより，

uC(�) = ω

√
2R2 − �2 + 2�

√
R2 − �2

4

問 1 (a) 垂直抗力がmgとなるので摩擦力の大きさは μ′mg。外向きを正にしてい

るので，−μ′mg。

(b) 仕事W1は

W1 =

∫ r

0

F1(r
′)dr′ =

∫ r

0

(−μ′mg)dr′ = −μ′mgr　

(c) エネルギー保存則により，初期に持っていた運動エネルギーと摩擦力に

よってされた仕事の和がその位置まで動いたときの運動エネルギーと考

えられる。よって
1

2
mv0

2 − μ′mgR � 0

ならば，端まで到達する。すなわち条件は，v0 �
√

2μ′gR。

(d) (c)と同様にエネルギー保存則で考え，

1

2
mv0

2 − μ′mgR =
1

2
mv1

2　

よって，v1 =
√

v0
2 − 2μ′gR。

問 2 (a) 小球には遠心力がはたらく。その大きさはmaω2で外向きである。つまり，

F2(r) = mrω2。

(b) 問 1と同様に，

W2 =

∫ r

0

mr′ω2dr′ =
mω2

2
r2

(c) 半径 rの点での速さを v2とすると，問 1と同様にエネルギー保存則より

1

2
mv0

2 +
mω2

2
r2 =

1

2
mv2

2

となる。これより，v2 =
√

v0
2 + ω2r2。

(d) 円板から飛び出すとき，円板の端の速さはωRであり，これは溝に垂直な

速度成分となる。また，円板の溝に平行な速度成分は回転している円板

と一緒に運動している観測者から見ても同じである。よって，溝に平行

な成分は
√

v0
2 + ω2R2，溝に垂直な成分は ωRとなる。
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問 3 (a) 遠心力は大きさmω2
√

�2 + x2で動径方向の外向きにはたらく。溝に沿った

向きの成分は，幾何学的に考えて，その x√
�2 + x2

倍であるので，

F3(x) = mω2
√

x2 + �2
x√

x2 + �2
= mω2x

(b) 問 1や問 2と同様に仕事を計算すると，

W3 =

∫ x

0

F (x′)dx′ =

∫ x

0

mω2x′dx′ =
m

2
ω2x2

である。よって，速さは

1

2
mv0

2 +
m

2
ω2x2 =

m

2
v3

2

より，v3 =
√

v0
2 + ω2x2。

(c) v0 = 0と近似できるので，円板と一緒に運動する観測者からみた，小球

が飛び出すときの速さは ω
√

R2 − �2となる。角 AOBの大きさを θとお

くと，cos θ =
�

R
。また，円板の端での円板の速度は接線方向に ωRであ

る。これらを考慮して，余弦定理より，

uB(�)2 = (ωR)2 +
(
ω
√

R2 − �2
)2

− 2ω2R
√

R2 − �2 cos θ

これより，

uB(�) = ω

√
2R2 − �2 − 2�

√
R2 − �2

(d) (c)とほぼ同様に考えられるが，飛び出す点がCであるため，速度の向き

が逆である。よって，

uC(�)2 = (ωR)2 +
(
ω
√

R2 − �2
)2

− 2ω2R
√

R2 − �2 cos(π − θ)

が成立する。これより，

uC(�) = ω

√
2R2 − �2 + 2�

√
R2 − �2

4

問 1 (a) 垂直抗力がmgとなるので摩擦力の大きさは μ′mg。外向きを正にしてい

るので，−μ′mg。

(b) 仕事W1は

W1 =

∫ r

0

F1(r
′)dr′ =

∫ r

0

(−μ′mg)dr′ = −μ′mgr　

(c) エネルギー保存則により，初期に持っていた運動エネルギーと摩擦力に

よってされた仕事の和がその位置まで動いたときの運動エネルギーと考

えられる。よって
1

2
mv0

2 − μ′mgR � 0

ならば，端まで到達する。すなわち条件は，v0 �
√

2μ′gR。

(d) (c)と同様にエネルギー保存則で考え，

1

2
mv0

2 − μ′mgR =
1

2
mv1

2　

よって，v1 =
√

v0
2 − 2μ′gR。

問 2 (a) 小球には遠心力がはたらく。その大きさはmaω2で外向きである。つまり，

F2(r) = mrω2。

(b) 問 1と同様に，

W2 =

∫ r

0

mr′ω2dr′ =
mω2

2
r2

(c) 半径 rの点での速さを v2とすると，問 1と同様にエネルギー保存則より
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2
mv0

2 +
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mv2

2
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√
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(d) 円板から飛び出すとき，円板の端の速さはωRであり，これは溝に垂直な

速度成分となる。また，円板の溝に平行な速度成分は回転している円板

と一緒に運動している観測者から見ても同じである。よって，溝に平行

な成分は
√

v0
2 + ω2R2，溝に垂直な成分は ωRとなる。
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√
5 − 1
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ωR

となる。

参考までに，最大値をとるとき，� =

√
5 −√

5

10
R � 0.851R，角AOBは

cos θ1 =

√
5 −√

5

10
となるような 0 < θ1 <

π

2
を満たす角 θ1 � 58.28◦とな

り，最小値をとるとき，� =

√
5 +

√
5

10
� 0.526R，角AOCは

cos θ2 =

√
5 +

√
5

10
となるような 0 < θ1 <

π

2
を満たす角 θ2 � 31.72◦とな

る。

6

(e) uB > 0，uC > 0より，これらの増減と二乗したものの増減は一致する。

すなわちg±(�) = 2R2 − �2 ± 2�
√

R2 − �2 (複号同順)とおくと，uB = ω
√

g−(�)，

uC = ω
√

g+(�)である。定義域は 0 < � < Rであることに注意しなけれ

ばならない。

dg±
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= −2� ±
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これを解くと，�2 =
5 ±√

5

10
R2であり，これが dg

d�
が 0になる候補である。

� > 0を考慮して代入してチェックすることで，g+は �2 =
5 −√

5

10
R2で

極大値 3 +
√

5

2
を，g−のときは �2 =

5 +
√

5

10
R2で極小値 3 −√

5

2
をとる

ことが分かる。

これらよりグラフの概形は以下のように描ける。

ただし，

√
3 −√

5

2
=

√
5 − 1

2
� 0.618，

√
3 +

√
5

2
=

√
5 + 1

2
� 1.618を用

いた。

5

H29
解答例

H29
解答例

82



R

u

u
B

u
C

O

5 5

10

+
R

5 5

10

−
R

l

2   Rω

5 1

2

+
Rω

Rω

5 1

2

−
Rω

(f) (e)より，速さの最大値は

√
3 +

√
5

2
ωR =

√
5 + 1

2
ωR

となる。また，最小値は
√

3 −√
5

2
ωR =

√
5 − 1

2
ωR

となる。

参考までに，最大値をとるとき，� =

√
5 −√

5

10
R � 0.851R，角AOBは

cos θ1 =

√
5 −√

5

10
となるような 0 < θ1 <

π

2
を満たす角 θ1 � 58.28◦とな

り，最小値をとるとき，� =

√
5 +

√
5

10
� 0.526R，角AOCは

cos θ2 =

√
5 +

√
5

10
となるような 0 < θ1 <

π

2
を満たす角 θ2 � 31.72◦とな

る。

6

(e) uB > 0，uC > 0より，これらの増減と二乗したものの増減は一致する。

すなわちg±(�) = 2R2 − �2 ± 2�
√

R2 − �2 (複号同順)とおくと，uB = ω
√

g−(�)，

uC = ω
√

g+(�)である。定義域は 0 < � < Rであることに注意しなけれ

ばならない。

dg±
d�

= −2� ±
(

2
√

R2 − �2 + 2�
−2�

2
√

R2 − �2

)
= 2

(
−� ± R2 − 2�2

√
R2 − �2

)

と計算できるので，dg

d�
= 0より，

�2(R2 − �2) = (R2 − 2�2)2

これを解くと，�2 =
5 ±√

5

10
R2であり，これが dg

d�
が 0になる候補である。

� > 0を考慮して代入してチェックすることで，g+は �2 =
5 −√

5

10
R2で

極大値 3 +
√

5

2
を，g−のときは �2 =

5 +
√

5

10
R2で極小値 3 −√

5

2
をとる

ことが分かる。

これらよりグラフの概形は以下のように描ける。

ただし，

√
3 −√

5

2
=

√
5 − 1

2
� 0.618，

√
3 +

√
5

2
=

√
5 + 1

2
� 1.618を用

いた。

5

H29
解答例

H29
解答例

83



大きさ uC(θ)は

uC(θ) = ωR
√

(− sin θ − cos θ)2 + (− sin θ)2

= ωR
√

1 + 2 sin θ cos θ + sin2 θ

= ωR

√
1 + sin 2θ +

1

2
− 1

2
cos 2θ

= ωR

√
3

2
+

√
5

2
sin(2θ − α)

ここで，角 αは，上と同様 cos α =
2√
5
，sin α =

1√
5
となる角である。θの定

義域が 0 � θ � π

2
であることから，この場合，2θ − α =

π

2
となる角 θのとき

に最大値 ωR

√
3

2
+

√
5

2
= ωR

√
5 + 1

2
をとることがわかる。最小値は θ = 0の

とき ωRとなる。

よって，最大値，最小値はそれぞれ

ωR

√
3

2
+

√
5

2
= ωR

√
5 + 1

2
, ωR

√
3

2
−

√
5

2
= ωR

√
5 − 1

2

となる。グラフの概形は �と θの関係を考えつつ描けばよい。

参考（大学レベルで考えると）

静止座標系での加速度 d2r

dt2
，回転座標系での加速度 d′2r

dt2
，回転座標系での速度 d′r

dt
は

d2r

dt2
=

d′2r
dt2

+ ω × (ω × r) + 2ω × d′r
dt

+ ω̇ × r

の関係がある。ここで，右辺の第 2項が遠心力に相当する。今，ω = ωezで，かつ，

r · ez = 0より，

ω × (ω × r) = −ω2r

とできる。これが，遠心力に相当する。今回の問題では，ωが一定なので，右辺の第

4項は消え，また，右辺第 3項 (コリオリ力)は r ·
(

2ω × d′r
dt

)
= 0となるため，仕

8

問 3(c),(d),(e)については �の代わりに角 AOBまたは，角 AOCの大きさ θ

を考えると式変形が多少簡単になる。

角 AOBを θとすると，点 Bから飛び出すときの，円板と一緒に回転してい

る観測者からみた小球の速度は，円板がちょうど図 3の位置のときに小球が

飛び出したとすると，(ωR sin θ, 0)となる。一方，回転する円板の点Bの速度

は (−ωR cos θ, ωR sin θ)である。よって，速度の合成をすると，円板の外から

見た小球の速度は ωR(− sin θ + cos θ, sin θ)となる。よってこの速度の大きさ

uB(θ)は

uB(θ) = ωR
√

(− sin θ + cos θ)2 + (sin θ)2

= ωR
√

1 − 2 sin θ cos θ + sin2 θ

= ωR

√
1 − sin 2θ +

1

2
− 1

2
cos 2θ

= ωR

√
3

2
−

√
5

2
sin(2θ + α)

ここで，角αは，cos α =
2√
5
，sin α =

1√
5
となる角である。θの定義域が0 � θ � π

2

であることから，この場合，2θ + α =
π

2
となる角 θのときに最小値

ωR

√
3

2
−

√
5

2
= ωR

√
5 − 1

2
をとることがわかる。最大値はθ =

π

2
のときωR

√
2

となる。

同様に，角AOCを θとすると，Cから飛び出すときの，円板と一緒に回転し

ている観測者からみた小球の速度は，円板がちょうど図 3の位置のときに小球

が飛び出したとすると (−ωR sin θ, 0)となる。一方，回転する円板の点Cの速

度は (−ωR cos θ,−ωR sin θ)である。よって，速度の合成をすると，円板の外

から見た小球の速度は ωR(− sin θ − cos θ,− sin θ)となる。よってこの速度の
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となる。

溝が中心からずれている場合には，回転座標系で考えて，

d′2r
dt2

− ω2r + 2ωez × d′r
dt

= N

ただし，N は溝の壁による垂直抗力である。今，溝に拘束されているので、r は

r = �ey + xexと書ける。また，垂直抗力はN = Neyと書ける。x方向の運動方程

式を書くと
d′2x
dt2

− ω2x = 0

が得られる。これは，上と同じ微分方程式となっており，同様に解くことができる。

10

事はしない（今，溝の中での小球の運動を考えているので，rと d�r
dt
は平行である）。

平面極座標 (r, θ)で運動方程式をたてて考える。円板外の観測者から見て運動方

程式は，
d2r

dt2
= Neθ

となる。ただし，N は溝から受ける垂直抗力である。平面極座標で加速度を表すと
�

d2r

dt2
− r

�
dθ

dt

�2
�

er +

�
r
d2θ

dt2
+ 2

dr

dt

dθ

dt

�
eθ = Neθ

よって，動径方向の運動方程式は

d2r

dt2
= ω2r

となり，これを解けばよいことがわかる。この微分方程式の一般解は

r = Aeωt + Be−ωt

と書けるので，t = 0で速度 v0の場合には

r =
v0

ω
sinh(ωt)

と書ける。r = Rとなるのは，

t =
1

ω
arcsinh

�
ωR

v0

�

のときであり，そのときの速度は

v = v0 cosh

�
arcsinh

�
ωR

v0

��

= v0 cosh

⎛

⎝arccosh

�

1 +

�
ωR

v0

�2
⎞

⎠

= v0

�

1 +

�
ωR

v0

�2

=
�

v0
2 + ω2R2
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解答例：課題 II

出題意図

生体の断層画像を得られる光コヒーレンストモグラフィー技術を題材に、光の干渉

やドップラー効果などを理解しているか、またそれを計算で示せるかを試す問題を作

成した。

高校では位相が同じとき 2つの光は強め合い、逆位相の時には弱め合うことを習う。

これは振動数が完全に同一な場合である。振動数がわずかに異なる時、位相がほぼ同

じ時と反対の時が交互に現れてうなりが生じる。実際に光の強度変化を計算し、うな

りの発生を示すのがAの設問である。電磁場の変化から特定の周波数成分を求める計

算 (フーリエ変換)は難しいので、光の強度を周期 T の時間での平均と等しいと定義し

た。定性的には厳密な計算と同等の結果が得られる。

設問Bでは片方の反射鏡を動かすことにより光が明暗する状況を考えた。可動反射

鏡が動くと光路長が変わると同時に、反射された光の周波数がドップラー効果により

変化する。周波数や光路長の変化から光の強度変化を求めてもらうのが設問 Bである

が、この結果は光の明暗から反射鏡の位置を特定できることを示している。動かない

反射鏡の代わりに生体を置くと、生体の中で光を反射している場所を知ることができ

る。これが光コヒーレンストモグラフィーの原理に他ならない。

この原理を用いた実際の測定器では、ある一瞬だけ光が発生するパルス光が用いら

れる。一つのパルスが発生している極めて短い時間の間には、光は時間的・空間的な

一様性（＝コヒーレンス）が高いとみなすことができる。このようなパルス光を正し

く扱うには大学レベルの数学が必要である。また光のドップラー効果を厳密に扱うた

めには特殊相対論が必要である。しかし生体の断層画像を得るための技術の本質は高

校の物理から学べると感じてもらえればありがたい。

この設問を解くためには、三角関数の加法定理や積分を駆使する力も必要である。煩

雑であるが積分により消える項を正しく判別する力を養ってもらいたい。
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B.

問 1 経路１と経路 2の長さの差は 2(L0 −L)。これが波長の整数倍となれば二つの光は

強め合い光の強度は最大になるので，2(L0 − L) =
2πnc

ω
(nは整数)

問 2 時刻 tにおける経路 1と経路 2の光路差は 2(L0 −L) + 2vt。つまり，毎秒 2vで光

路差が変化する。光路差が波長だけ変化するのに必要な時間が明暗の周期となる

から，周期を τ とすると 2vτ = λ =
2πc

ω
。よって，τ =

πc

vω

問 3 (a) 時刻 t1における可動鏡と半透鏡の距離はL0 + vt1。したがって，光が可動鏡

に到達するのは t1 +
L0 + vt1

c − v
。往路と復路は同じ時間が掛かるので，

t2 = t1 +
2(L0 + vt1)

c − v

(b) t2 + Δt2 = t1 + Δt1 + 2
L0 + v(t1 + Δt1)

c − v
= t2 +

c + v

c − v
Δt1

よって，Δt2 =
c + v

c − v
Δt1

(c) ω′ = ω
c − v

c + v

(d) 明暗の周期は π(c + v)

vω

問 4 光の電場の二乗が強度になることを考えると，反射率が βのとき，光の電場 E1

は反射されて
√

βE1となる。したがって，A.問 5の解答で α =
√

βとすればよ

く，コントラストは 2
√

β

1 + β
となる。

5

よって,

I0 =
�0c(1 + α2)

4
E2

0

V =
2α

1 + α2

φ = Δω
(
t − x

c

)
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1
A 図 2(A)のように，ばね定数が kの軽いばねに質量mの小球をつけて天井の点Oか

らつるし，上下に振動させる。このとき小球は，角振動数 ωa =

√
k

m
で単振動する。

ばねの自然長を ℓ0，重力加速度の大きさを g > 0，点Oを原点，鉛直下方を x軸の
向きとして，次の問いに答えなさい。

(A-1) つりあいの状態にあるときの，ばねののび∆ℓ，および重力の位置エネルギーと
ばねの位置エネルギーの和 U0を求めなさい。ここで，重力の位置エネルギー
の基準点はばねの自然長の位置とする。

(A-2) 小球が振幅A，角振動数ωで単振動している場合を考える。つりあいの状態に
あるときのばねの長さを ℓ1(= ℓ0 +∆ℓ)とすると，おもりの座標は

x = ℓ1 + A cosωt

と表される。小球の運動エネルギー T，および重力の位置エネルギーとばねの
位置エネルギーの和 U を，m，k，A，ω，t，U0のうち必要なものを用いて表
しなさい。

(A-3) まさつを無視すると，力学的エネルギー E (= T + U)は保存される。このと

き，ω = ωa =

√
k

m
が満たされることを示しなさい。

ばね

x

O

ばね

θ

y

x

O

(C)(A)

θ

O

(B)

y

x

小球

ひも

小球 小球

図 2

2

[I]

ワイヤによって支えられているつり橋は様々な形でゆれる。例えば，1940年に崩壊した
タコマ橋の場合，図 1の写真に示すように右と左の車線（橋の床版）がシーソーのように
ゆれた。一般に振動数は，ポテンシャル（位置）エネルギーと運動エネルギーから求める
ことができる。問 1で，ばねにつながれた小球（質点）の振動についてこのことを確か
めたのち，問 2で，つり橋がどのような周期でゆれるか簡単な模型を用いて考えよう 1。

✓ ✏
実際の試験では大きくゆれているタコマ橋の写真が掲載
されていましたが，公開版の試験問題では削除しました。
写真はインターネット等で検索してください。キーワード
として，「タコマ橋」で検索す ると，動画，写真や解説を
多くのホームページで確認することができます。✒ ✑

図 1: 図 1：タコマ橋（1940年）。多くの橋では，横から強風が吹くと，橋の床版が上下に
運動する。タコマ橋は，写真に示すように橋の床版がシーソーのようにゆれ，その後崩壊
した。

必要なら以下の数学公式を用いてよい。

d

dx
cos x = − sin x,

d

dx
sin x = cosx,

d

dt
cos x = − sin x

dx

dt
,

d

dt
sin x = cosx

dx

dt

|x|が十分小さいとき，xの３乗以上の項を無視できるので，次の近似式が成り立つ。

cos x ≈ 1− x2

2
, sin x ≈ x, (1 + x)a ≈ 1 + ax+

a(a− 1)

2
x2

1本問題では，つり橋の構造を簡略化し，更にはさまざまな制約を課すため，実際の現象とは異なる可能
性がある。興味があれば，試験後につり橋の詳細な記述の仕方を考え，本問題との相違点等を考察してみて
ください。
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2

図 1に見られるタコマ橋のゆれを考えるため，橋の一部（断面）を同じ種類の 2本のばね
により支えられた棒と近似する模型（図３）を考えよう。棒は自動車が通る床を切り取っ
たもので，その長さは道幅 Lと等しい。棒は十分に軽いが，その中心および両端に，質
量mの小球が取りつけられている（図３ (b)）。また，ばねのばね定数を k，自然長を ℓ0
とし，橋を支えるばねの支点 (図では黒丸)は固定されていると考える。つりあいの状態
では，ばねの長さはどちらも ℓ1であり，棒は水平に保たれている。つりあいの状態での
棒の重心を原点，鉛直下方を x軸の向き，水平右方向を y軸の向きとする。棒は xy平面
内で以下の３種類の運動をする。

(A) 棒は水平を保ったまま上下に運動をする（図 4(A)）。

(B) 棒は水平を保ったまま主に横方向に運動をする（図 4(B)）。

(C) 棒はその重心の位置が移動せず，シーソーのような運動をする（図 4(C)）。

ばね ばね長さLの軽い棒
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(b) 図(a)の点線での断面図
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4

B 図 2(B)のように，長さ ℓ1のひもと質量mの小球でできた単振り子の振動を考える。
ここで，重力加速度の大きさを g > 0，点Oを原点，鉛直下方を x軸の向き，水平
右方向を y軸の向き，小球は xy平面内を運動するとして，次の問いに答えなさい。

(B-1) 小球の位置 (x, y)とその時間変化
(
dx

dt
,
dy

dt

)
を ℓ1，θ，

dθ

dt
を用いて表しなさい。

ここで，θはひもと鉛直線のなす角度，dθ

dt
はその時間変化を表す。

また，小球の運動エネルギーT，および重力の位置エネルギーUを，m，g，ℓ1，
θ，dθ

dt
のうち必要なものを用いて表しなさい。ここで，重力の位置エネルギー

の基準点は小球が静止しているときの小球の位置とする。
(B-2) 角度が θ = B cosωbtで単振動するとして，角振動数 ωbを求めなさい。ただし，

|θ|は十分に小さいとして，問題文に与えられた近似式を用いること。

C 図 2(C)のように，問Aで考えた小球が，上下だけでなく左右にもゆれる場合を考
える。ばねは長さが ℓで，鉛直線から角度 θ傾いた直線状になっているとして，次
の問いに答えなさい。

(C-1) 小球の位置 (x, y)とその時間変化
(
dx

dt
,
dy

dt

)
を ℓ，dℓ

dt
，θ，dθ

dt
を用いて表しな

さい。
また，小球の運動エネルギー T，および重力の位置エネルギーとばねの位置エ
ネルギーの和 Uを，m，k，g，ℓ，ℓ0，

dℓ

dt
，dθ

dt
のうち必要なものを用いて表し

なさい。ここで，重力の位置エネルギーの基準点は小球が静止しているときの
小球の位置とする。

(C-2) ばねの長さ ℓと角度 θがそれぞれ，

ℓ = ℓ1 + A cosωat

θ = B sinωbt

のように振動する場合（ωa ̸= ωb）を考える。ただし，AとBは十分に小さい
正の定数で，A3，A2B，A4などA やBについて 3次より高い次数の項は無視
できるとする。また ℓ1は問 (A-2)で用いたつりあいの状態にあるときのばねの
長さを表す。エネルギー保存則が成り立つこと利用し，ωaと ωbを，m，k，g，
ℓ1のうち必要なものを用いて表しなさい。

(C-3) この小球がどのような運動をするか，その軌跡を図示し簡単に説明しなさい。
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とし，橋を支えるばねの支点 (図では黒丸)は固定されていると考える。つりあいの状態
では，ばねの長さはどちらも ℓ1であり，棒は水平に保たれている。つりあいの状態での
棒の重心を原点，鉛直下方を x軸の向き，水平右方向を y軸の向きとする。棒は xy平面
内で以下の３種類の運動をする。

(A) 棒は水平を保ったまま上下に運動をする（図 4(A)）。

(B) 棒は水平を保ったまま主に横方向に運動をする（図 4(B)）。

(C) 棒はその重心の位置が移動せず，シーソーのような運動をする（図 4(C)）。
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B 図 2(B)のように，長さ ℓ1のひもと質量mの小球でできた単振り子の振動を考える。
ここで，重力加速度の大きさを g > 0，点Oを原点，鉛直下方を x軸の向き，水平
右方向を y軸の向き，小球は xy平面内を運動するとして，次の問いに答えなさい。
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のうち必要なものを用いて表しなさい。ここで，重力の位置エネルギー

の基準点は小球が静止しているときの小球の位置とする。
(B-2) 角度が θ = B cosωbtで単振動するとして，角振動数 ωbを求めなさい。ただし，

|θ|は十分に小さいとして，問題文に与えられた近似式を用いること。

C 図 2(C)のように，問Aで考えた小球が，上下だけでなく左右にもゆれる場合を考
える。ばねは長さが ℓで，鉛直線から角度 θ傾いた直線状になっているとして，次
の問いに答えなさい。
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dt
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また，小球の運動エネルギー T，および重力の位置エネルギーとばねの位置エ
ネルギーの和 Uを，m，k，g，ℓ，ℓ0，

dℓ

dt
，dθ

dt
のうち必要なものを用いて表し

なさい。ここで，重力の位置エネルギーの基準点は小球が静止しているときの
小球の位置とする。

(C-2) ばねの長さ ℓと角度 θがそれぞれ，

ℓ = ℓ1 + A cosωat

θ = B sinωbt

のように振動する場合（ωa ̸= ωb）を考える。ただし，AとBは十分に小さい
正の定数で，A3，A2B，A4などA やBについて 3次より高い次数の項は無視
できるとする。また ℓ1は問 (A-2)で用いたつりあいの状態にあるときのばねの
長さを表す。エネルギー保存則が成り立つこと利用し，ωaと ωbを，m，k，g，
ℓ1のうち必要なものを用いて表しなさい。

(C-3) この小球がどのような運動をするか，その軌跡を図示し簡単に説明しなさい。
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[II]
空気の主成分である窒素も，冷やすと液体となる。このような気体から液体へ
の変化をファンデルワールスの状態方程式

p =
RT

V − b
− a

V 2
(1)

を使って考えよう。この式で変数 p, V , T はそれぞれ 1モルの窒素の圧力，体積，
温度で，Rは気体定数である。また a と bは窒素分子の性質を表す正の定数であ
る。表 1に示された値を用いて，方程式 (1)に関する以下の問いに答えなさい。た
だし，この問題では V > bかつ p � 0の場合だけを考える。

表 1: 気体を表す諸定数

名称 記号 数値
アボガドロ数 NA 6.022× 1023 mol−1

気体定数 R 8.314 J K−1 mol−1

窒素 N2 a 1.41× 10−1 Pa m6 mol−2

b 3.92× 10−5 m3 mol−1

1. 定数 bは，分子が有限の大きさを持っているため，いくら強い圧力をかけて
も体積はつねに V > bとなることを表している。表 1の値をもとに窒素分子
の大きさを考えよう。実際の窒素分子は鉄アレイのような形をしているが，
ここでは立方体と仮定し，その辺の長さ ℓ を有効数字 3桁で求めなさい。

2. 定数 aは分子の間に引力が働く効果を表している。体積 V を V +∆V に増
やすには，

∆W ′ =
a

V 2
∆V (2)

だけのエネルギーがいる。1モルのガスには NA個の分子が入ってお互いに
引力をおよぼしているが，遠く離れた分子同士の引力は無視できるので分子
同士の引力のエネルギーは

U = NAu(r) (3)

と近似することができる。ここでu(r)は分子 1個あたりの引力のエネルギー,

rは
4π

3

(r
2

)3

NA = V (4)

により定義される分子間の平均距離である。引力のエネルギー u(r)を求め
なさい。

6

以下では，左のばねの長さを ℓ
L
，右のばねの長さを ℓ

R
，ばねと鉛直線のなす角度を θ（図

4(B)），棒と水平方向のなす角度を φ（図 4(C)）とする。|θ|，|φ|は十分小さいとして，微
小量の３次以上を無視して下記の問いに答えなさい。

(A) 棒が水平を保ったまま上下に運動をする場合（図 4(A)）の角振動数を求めなさい。
更に，表１の値を代入して振動周期を求めなさい。

(B) 棒が水平を保ったまま主に横方向に運動をする場合（図 4(B)）の角振動数を求めな
さい。更に，表１の値を代入して振動周期を求めなさい。

次に，棒がその重心の位置を変えず，シーソーのような運動をする場合（図 4(C)）を考
える。

(C-1) 左右の小球の座標 (x
L
, y

L
)および (x

R
, y

R
)を求めたのち，左右のばねがのびた長さ

∆ℓ
L
および∆ℓ

R
を L，ℓ1，φ，θのうち必要なものを用いて表しなさい。

(C-2) 微小量の２次以上を無視して，∆ℓ
L
および∆ℓ

R
を L，φを用いて表しなさい。

(C-3) この運動の角振動数を求めなさい。更に，表１の値を代入して振動周期を求めな
さい。

表 1：タコマ橋のゆれを考える際に用いる値
名称 記号 数値 単位

小球の質量 m 1.0× 103 kg

ばね定数 k 1.5× 103 N/m

つりあいの状態でのばねの長さ ℓ1 50 m

重力加速度の大きさ g 9.8 m/s2
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[II]
空気の主成分である窒素も，冷やすと液体となる。このような気体から液体へ

の変化をファンデルワールスの状態方程式

p =
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V − b
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V 2
(1)

を使って考えよう。この式で変数 p, V , T はそれぞれ 1モルの窒素の圧力，体積，
温度で，Rは気体定数である。また a と bは窒素分子の性質を表す正の定数であ
る。表 1に示された値を用いて，方程式 (1)に関する以下の問いに答えなさい。た
だし，この問題では V > bかつ p � 0の場合だけを考える。

表 1: 気体を表す諸定数

名称 記号 数値
アボガドロ数 NA 6.022× 1023 mol−1

気体定数 R 8.314 J K−1 mol−1

窒素 N2 a 1.41× 10−1 Pa m6 mol−2

b 3.92× 10−5 m3 mol−1

1. 定数 bは，分子が有限の大きさを持っているため，いくら強い圧力をかけて
も体積はつねに V > bとなることを表している。表 1の値をもとに窒素分子
の大きさを考えよう。実際の窒素分子は鉄アレイのような形をしているが，
ここでは立方体と仮定し，その辺の長さ ℓ を有効数字 3桁で求めなさい。

2. 定数 aは分子の間に引力が働く効果を表している。体積 V を V +∆V に増
やすには，

∆W ′ =
a

V 2
∆V (2)

だけのエネルギーがいる。1モルのガスには NA個の分子が入ってお互いに
引力をおよぼしているが，遠く離れた分子同士の引力は無視できるので分子
同士の引力のエネルギーは

U = NAu(r) (3)

と近似することができる。ここでu(r)は分子 1個あたりの引力のエネルギー,

rは
4π
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)3

NA = V (4)

により定義される分子間の平均距離である。引力のエネルギー u(r)を求め
なさい。
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L
，右のばねの長さを ℓ

R
，ばねと鉛直線のなす角度を θ（図

4(B)），棒と水平方向のなす角度を φ（図 4(C)）とする。|θ|，|φ|は十分小さいとして，微
小量の３次以上を無視して下記の問いに答えなさい。

(A) 棒が水平を保ったまま上下に運動をする場合（図 4(A)）の角振動数を求めなさい。
更に，表１の値を代入して振動周期を求めなさい。

(B) 棒が水平を保ったまま主に横方向に運動をする場合（図 4(B)）の角振動数を求めな
さい。更に，表１の値を代入して振動周期を求めなさい。

次に，棒がその重心の位置を変えず，シーソーのような運動をする場合（図 4(C)）を考
える。

(C-1) 左右の小球の座標 (x
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)を求めたのち，左右のばねがのびた長さ
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および∆ℓ
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を L，ℓ1，φ，θのうち必要なものを用いて表しなさい。

(C-2) 微小量の２次以上を無視して，∆ℓ
L
および∆ℓ

R
を L，φを用いて表しなさい。

(C-3) この運動の角振動数を求めなさい。更に，表１の値を代入して振動周期を求めな
さい。

表 1：タコマ橋のゆれを考える際に用いる値
名称 記号 数値 単位

小球の質量 m 1.0× 103 kg

ばね定数 k 1.5× 103 N/m

つりあいの状態でのばねの長さ ℓ1 50 m
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6. 理想気体では圧力と温度が与えられれば，体積は V = RT/pにより求まる。
しかしファンデルワールスの状態方程式では，p < pC の場合，温度と圧力が
同じ値となる体積が 3つ存在する。ただし，図 1で破線より下の状態は，問 7

で述べる理由により安定に存在できない。このことを考慮して温度がT = TA

のとき，安定な状態が存在しない範囲 Vmin < V < Vmax(図 2)を求めなさい。

V

p

O
A.

.
T=TA

Vmax

Vmin

図 2: 温度が Tの場合の体積 V と圧力 p。

7. 温度が一定に保たれている場合，図 1で破線より下の領域では体積が増える
と圧力が上がるので，少しでも膨張して体積が増え始めると，圧力が再び元
の値に戻るまで膨張が止まらない。マックスウェルは等温線と等圧線を結ん
だサイクルを考え，この膨張の際に発生する熱が

Q =

∫ V3

V2

pdV − p2 (V3 − V2) (5)

であることを示した (図 3を参照のこと)。ここで V2と p2は不安定な状態で
の体積と圧力で，V3は圧力が p2となる体積である。式 (5)の右辺第 1項は温
度を一定に保ちながら膨張する場合の仕事，第 2項はその周囲においた理想
気体になされた仕事である。同様に体積が減少して V1へと変化した場合に
発生する熱は

Q′ =

∫ V1

V2

pdV − p2 (V1 − V2) (6)

と表される。不安定な状態からの膨張により発生する熱Q = Q(V2, V3)，収
縮により発生する熱Q′ = Q′(V2, V1)を求めなさい。なお膨張や収縮の間，温
度は一定に保たれているとして式 (5)および式 (6)の積分を行うこと。

8

V

p

O

C

A

.

.
図 1: ファンデルワールスの状態方程式の p− V 図。各実線は，温度を一定に保っ
てこの体系を変化させた場合の圧力と体積の関係を表している。各実線の上で圧
力 pは，破線との交点で極小あるいは極大となる。

3. 温度を一定に保ったまま体積 V を変化させると，圧力 pは図 1の破線との交
点で極大あるいは極小となる。この破線を表す関数 p = p(V )を求めなさい。

4. 図 1の点 Aでは圧力が 0 となる。点 Aでの体積 VA を求め，温度が TA =

a/(4bR)であることを示しなさい。

5. 図 1の破線上で圧力が最大となる点 C での体積 VC，温度 TC，圧力 pCを求
めなさい。また表 1の値を用いて，Tcを有効数字 3桁で求めなさい。

(次頁につづく)
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6. 理想気体では圧力と温度が与えられれば，体積は V = RT/pにより求まる。
しかしファンデルワールスの状態方程式では，p < pC の場合，温度と圧力が
同じ値となる体積が 3つ存在する。ただし，図 1で破線より下の状態は，問 7

で述べる理由により安定に存在できない。このことを考慮して温度がT = TA

のとき，安定な状態が存在しない範囲 Vmin < V < Vmax(図 2)を求めなさい。
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と圧力が上がるので，少しでも膨張して体積が増え始めると，圧力が再び元
の値に戻るまで膨張が止まらない。マックスウェルは等温線と等圧線を結ん
だサイクルを考え，この膨張の際に発生する熱が

Q =

∫ V3

V2

pdV − p2 (V3 − V2) (5)

であることを示した (図 3を参照のこと)。ここで V2と p2は不安定な状態で
の体積と圧力で，V3は圧力が p2となる体積である。式 (5)の右辺第 1項は温
度を一定に保ちながら膨張する場合の仕事，第 2項はその周囲においた理想
気体になされた仕事である。同様に体積が減少して V1へと変化した場合に
発生する熱は

Q′ =

∫ V1

V2

pdV − p2 (V1 − V2) (6)

と表される。不安定な状態からの膨張により発生する熱Q = Q(V2, V3)，収
縮により発生する熱Q′ = Q′(V2, V1)を求めなさい。なお膨張や収縮の間，温
度は一定に保たれているとして式 (5)および式 (6)の積分を行うこと。

8

V

p

O

C

A

.

.
図 1: ファンデルワールスの状態方程式の p− V 図。各実線は，温度を一定に保っ
てこの体系を変化させた場合の圧力と体積の関係を表している。各実線の上で圧
力 pは，破線との交点で極小あるいは極大となる。

3. 温度を一定に保ったまま体積 V を変化させると，圧力 pは図 1の破線との交
点で極大あるいは極小となる。この破線を表す関数 p = p(V )を求めなさい。

4. 図 1の点 Aでは圧力が 0 となる。点 Aでの体積 VA を求め，温度が TA =

a/(4bR)であることを示しなさい。

5. 図 1の破線上で圧力が最大となる点 C での体積 VC，温度 TC，圧力 pCを求
めなさい。また表 1の値を用いて，Tcを有効数字 3桁で求めなさい。

(次頁につづく)
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図 3: 実線はある温度での圧力 pと体積 V の関係を表す。体積が V1, V2, V3のとき
の圧力はいずれも p2で等しい。実線と点線で囲まれた領域の面積は，式 (5)と (6)

の右辺に等しい。

8. マックスウェルは，不安定な状態は発生する熱が多いほうに遷移しやすいと
いう仮説を立てた。この仮説に従い，温度が T = TAで体積が V2 = 4bの状
態は，膨張するか収縮するか答えなさい。

9. 前問の結果は，温度が TAで圧力が p2 = RTA/(V2 − b)− a/V 2
2 のとき，膨張

するか収縮するかを判定する基準を与えていると読み替えることができる。
この説に従い，温度を TAに保ったまま圧力を pCから徐々に下げていったと
きどのような変化が期待できるか述べなさい。

10. ファンデルワールスの方程式では，気体から液体への変化や液体の性質につ
いてどのようなことが説明できるだろうか。気づいたことを箇条書きで示し
なさい。
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図 3: 実線はある温度での圧力 pと体積 V の関係を表す。体積が V1, V2, V3のとき
の圧力はいずれも p2で等しい。実線と点線で囲まれた領域の面積は，式 (5)と (6)

の右辺に等しい。

8. マックスウェルは，不安定な状態は発生する熱が多いほうに遷移しやすいと
いう仮説を立てた。この仮説に従い，温度が T = TAで体積が V2 = 4bの状
態は，膨張するか収縮するか答えなさい。

9. 前問の結果は，温度が TAで圧力が p2 = RTA/(V2 − b)− a/V 2
2 のとき，膨張

するか収縮するかを判定する基準を与えていると読み替えることができる。
この説に従い，温度を TAに保ったまま圧力を pCから徐々に下げていったと
きどのような変化が期待できるか述べなさい。

10. ファンデルワールスの方程式では，気体から液体への変化や液体の性質につ
いてどのようなことが説明できるだろうか。気づいたことを箇条書きで示し
なさい。
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となる。力学的エネルギーが保存することから，任意の時刻において，
力学的エネルギーの時間変化が０になることを用いると，

dE

dt
= mA2ω3 sinωt cosωt− kA2ω cosωt sinωt = 0

mω2 = k

ω =

√
k

m
= ωa (5)

となる。

(B-1) 小球の位置とその時間変化は，
x = ℓ1 cos θ, y = ℓ1 sin θ (6)

dx

dt
= −ℓ1

dθ

dt
sin θ,

dy

dt
= ℓ1

dθ

dt
cos θ (7)

となる。また小球の運動エネルギーは，

T =
m

2

(
dx

dt

)2

+
m

2

(
dy

dt

)2

=
m

2
ℓ21

(
dθ

dt

)2

(8)

となり，小球が静止しているときを基準とした重力の位置エネルギーは，
U = mgℓ1(1− cos θ) (9)

となる。

(B-2) 任意の時刻において，力学的エネルギーの時間変化が０になることを
用いると，

T =
m

2
ℓ21 (Bωb sinωbt)

2

U ≈ mgℓ1

(
1− 1 +

θ2

2

)
=

m

2
gℓ1θ

2 =
m

2
gℓ1(B cosωbt)

2

E = T + U =
m

2
ℓ21 (Bωb sinωbt)

2 +
m

2
gℓ1(B cosωbt)

2.

dE

dt
= mℓ21B

2ω3
b sinωbt cosωbt−mgℓ1B

2ωb cosωbt sinωbt

=
(
ℓ1ω

2
b − g

)
mℓ1B

2ωb sinωbt cosωbt = 0

ωb =

√
g

ℓ 1
(10)

となる。

2

解答例 [I]
1

(A-1) つりあいの状態にあるとき，小球にはたらくばねの弾性力と重力は等
しいので，ばねののび∆ℓは次のようになる。

mg − k∆ℓ = 0

∆ℓ =
mg

k
(1)

ばねの自然長の位置を基準とした重力の位置エネルギー (−mg∆ℓ)とば
ねの位置エネルギー

(
k

2
∆ℓ2

)
の和 U0は，

U0 = −mg∆ℓ+
k

2
∆ℓ2 (2)

となる。

(A-2) 小球の運動エネルギーは，

T =
m

2

(
dx

dt

)2

=
m

2
A2ω2 sin2 ωt (3)

となる。また，重力の位置エネルギーとばねの位置エネルギーの和は，

U = −mg(∆ℓ+ A cosωt) +
k

2
(∆ℓ+ A cosωt)2

= −mg∆ℓ−mgA cosωt+
k

2
∆ℓ2 +∆ℓkA cosωt+

k

2
A2 cos2 ωt

= U0 +
k

2
A2 cos2 ωt,−mgA cosωt+∆ℓkA cosωt

= U0 +
k

2
A2 cos2 ωt (4)

となる。

(A-3) 力学的エネルギー は，

E = T + U =
m

2
A2ω2 sin2 ωt+ U0 +

k

2
A2 cos2 ωt

1
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となる。力学的エネルギーが保存することから，任意の時刻において，
力学的エネルギーの時間変化が０になることを用いると，

dE

dt
= mA2ω3 sinωt cosωt− kA2ω cosωt sinωt = 0

mω2 = k

ω =

√
k

m
= ωa (5)

となる。

(B-1) 小球の位置とその時間変化は，
x = ℓ1 cos θ, y = ℓ1 sin θ (6)

dx

dt
= −ℓ1

dθ

dt
sin θ,

dy

dt
= ℓ1

dθ

dt
cos θ (7)

となる。また小球の運動エネルギーは，

T =
m

2

(
dx

dt

)2

+
m

2

(
dy

dt

)2

=
m

2
ℓ21

(
dθ

dt

)2

(8)

となり，小球が静止しているときを基準とした重力の位置エネルギーは，
U = mgℓ1(1− cos θ) (9)

となる。

(B-2) 任意の時刻において，力学的エネルギーの時間変化が０になることを
用いると，

T =
m

2
ℓ21 (Bωb sinωbt)

2

U ≈ mgℓ1

(
1− 1 +

θ2

2

)
=

m

2
gℓ1θ

2 =
m

2
gℓ1(B cosωbt)

2

E = T + U =
m

2
ℓ21 (Bωb sinωbt)

2 +
m

2
gℓ1(B cosωbt)

2.

dE

dt
= mℓ21B

2ω3
b sinωbt cosωbt−mgℓ1B

2ωb cosωbt sinωbt

=
(
ℓ1ω

2
b − g

)
mℓ1B

2ωb sinωbt cosωbt = 0

ωb =

√
g

ℓ 1
(10)

となる。

2

解答例 [I]
1

(A-1) つりあいの状態にあるとき，小球にはたらくばねの弾性力と重力は等
しいので，ばねののび∆ℓは次のようになる。

mg − k∆ℓ = 0

∆ℓ =
mg

k
(1)

ばねの自然長の位置を基準とした重力の位置エネルギー (−mg∆ℓ)とば
ねの位置エネルギー

(
k

2
∆ℓ2

)
の和 U0は，

U0 = −mg∆ℓ+
k

2
∆ℓ2 (2)

となる。

(A-2) 小球の運動エネルギーは，

T =
m

2

(
dx

dt

)2

=
m

2
A2ω2 sin2 ωt (3)

となる。また，重力の位置エネルギーとばねの位置エネルギーの和は，

U = −mg(∆ℓ+ A cosωt) +
k

2
(∆ℓ+ A cosωt)2

= −mg∆ℓ−mgA cosωt+
k

2
∆ℓ2 +∆ℓkA cosωt+

k

2
A2 cos2 ωt

= U0 +
k

2
A2 cos2 ωt,−mgA cosωt+∆ℓkA cosωt

= U0 +
k

2
A2 cos2 ωt (4)

となる。

(A-3) 力学的エネルギー は，

E = T + U =
m

2
A2ω2 sin2 ωt+ U0 +

k

2
A2 cos2 ωt
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間変化が０になることを用いると，

T =
m

2
A2ω2

a sin
2 ωat+

m

2
(ℓ1 + A cosωat)

2B2ω2
b cos

2 ωbt

≈ m

2
A2ω2

a sin
2 ωat+

m

2
ℓ21B

2ω2
b cos

2 ωbt

dT

dt
= mA2ω3

a sinωat cosωat−mℓ21B
2ω3

b cosωbt sinωbt

U ≈ mg

[
ℓ0 − (ℓ0 +∆ℓ+ A cosωat)

(
1− B2 sin2 ωbt

2

)]

+
k

2
(ℓ0 +∆ℓ+ A cosωat− ℓ0)

2

≈ mg

[
−∆ℓ− A cosωat+

ℓ1
2
B2 sin2 ωbt

]
+

k

2
(∆ℓ+ A cosωat)

2

= −mg∆ℓ+
1

2
k∆ℓ2 + (−mg + k∆ℓ)A cosωat

+
m

2
gℓ1B

2 sin2 ωbt+
k

2
A2 cos2 ωat

= −mg∆ℓ+
k

2
∆ℓ2 +

m

2
gℓ1B

2 sin2 ωbt+
k

2
A2 cos2 ωat

dU

dt
= mgℓ1B

2ωb sinωbt cosωbt− kA2ωa cosωat sinωat

mA2ω3
a = kA2ωa

ωa =

√
k

m
(15)

mℓ21B
2ω3

b = mgℓ1B
2ωb

ωb =

√
g

ℓ1
(16)

となる。

(C-3) 小球は r方向と θ方向にそれぞれ単振動しており，小球の軌跡は図A1

の左図のようになる。|θ|，|x|，
∣∣∣∣
dθ

dt

∣∣∣∣が十分小さく，3次以上の項を無
視できるとすれば（加速度や遠心力が小さい），それぞれの方向に対し
て独立した運動となる。r方向の運動の周期は 2π

√
m

k
，θ方向の運動の

4

(C-1) 小球の位置とその時間変化は，

x = ℓ cos θ, y = ℓ sin θ (11)

dx

dt
=

dℓ

dt
cos θ − ℓ

dθ

dt
sin θ,

dy

dt
=

dℓ

dt
sin θ + ℓ

dθ

dt
cos θ (12)

となる。また小球の運動エネルギーは，

T =
m

2

(
dx

dt

)2

+
1

2
m

(
dy

dt

)2

=
m

2

[(
dℓ

dt

)2

+ ℓ2
(
dθ

dt

)2
]

(13)

となり，小球が静止しているときを基準とした重力の位置エネルギーは，

U = mg(ℓ0 − ℓ cos θ) +
1

2
k(ℓ− ℓ0)

2 (14)

となる。

(C-2) ばねの長さ ℓと角度 θがそれぞれ，ℓ = ℓ1+A cosωat, θ = B sinωbt，か
つ ωa ̸= ωbであるとき，任意の時刻において，力学的エネルギーの時
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間変化が０になることを用いると，

T =
m

2
A2ω2

a sin
2 ωat+

m

2
(ℓ1 + A cosωat)

2B2ω2
b cos

2 ωbt

≈ m

2
A2ω2

a sin
2 ωat+

m

2
ℓ21B

2ω2
b cos

2 ωbt

dT

dt
= mA2ω3

a sinωat cosωat−mℓ21B
2ω3

b cosωbt sinωbt

U ≈ mg

[
ℓ0 − (ℓ0 +∆ℓ+ A cosωat)

(
1− B2 sin2 ωbt

2

)]

+
k

2
(ℓ0 +∆ℓ+ A cosωat− ℓ0)

2

≈ mg

[
−∆ℓ− A cosωat+

ℓ1
2
B2 sin2 ωbt

]
+

k

2
(∆ℓ+ A cosωat)

2

= −mg∆ℓ+
1

2
k∆ℓ2 + (−mg + k∆ℓ)A cosωat

+
m

2
gℓ1B

2 sin2 ωbt+
k

2
A2 cos2 ωat

= −mg∆ℓ+
k

2
∆ℓ2 +

m

2
gℓ1B

2 sin2 ωbt+
k

2
A2 cos2 ωat

dU

dt
= mgℓ1B

2ωb sinωbt cosωbt− kA2ωa cosωat sinωat

mA2ω3
a = kA2ωa

ωa =

√
k

m
(15)

mℓ21B
2ω3

b = mgℓ1B
2ωb

ωb =

√
g

ℓ1
(16)

となる。

(C-3) 小球は r方向と θ方向にそれぞれ単振動しており，小球の軌跡は図A1

の左図のようになる。|θ|，|x|，
∣∣∣∣
dθ

dt

∣∣∣∣が十分小さく，3次以上の項を無
視できるとすれば（加速度や遠心力が小さい），それぞれの方向に対し
て独立した運動となる。r方向の運動の周期は 2π

√
m

k
，θ方向の運動の

4

(C-1) 小球の位置とその時間変化は，

x = ℓ cos θ, y = ℓ sin θ (11)

dx

dt
=

dℓ

dt
cos θ − ℓ

dθ

dt
sin θ,

dy

dt
=

dℓ

dt
sin θ + ℓ

dθ

dt
cos θ (12)

となる。また小球の運動エネルギーは，

T =
m

2

(
dx

dt

)2

+
1

2
m

(
dy

dt

)2

=
m

2

[(
dℓ

dt

)2

+ ℓ2
(
dθ

dt

)2
]

(13)

となり，小球が静止しているときを基準とした重力の位置エネルギーは，

U = mg(ℓ0 − ℓ cos θ) +
1

2
k(ℓ− ℓ0)

2 (14)

となる。

(C-2) ばねの長さ ℓと角度 θがそれぞれ，ℓ = ℓ1+A cosωat, θ = B sinωbt，か
つ ωa ̸= ωbであるとき，任意の時刻において，力学的エネルギーの時
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2

(A) 左右のばねののびを∆xとし，問 1を参考にすると，

U =
k

2

[
(∆x+ ℓ1 − ℓ0)

2 + (∆x+ ℓ1 − ℓ0)
2
]
− 3mg(∆x+ ℓ1 − ℓ0)

= k
[
∆x2 + 2∆x(ℓ1 − ℓ0) + (ℓ1 − ℓ0)

2
]
− 3mg(∆x+ ℓ1 − ℓ0)

= k∆x2 + (−3mg + 2k(ℓ1 − ℓ0))∆x+ k(ℓ1 − ℓ0)
2 − 3mg(ℓ1 − ℓ0)

= k∆x2 + k(ℓ1 − ℓ0)
2 − 3mg(ℓ1 − ℓ0)

T =
3m

2

(
d∆x

dt

)2

k =
3m

2
ω2

ω =

√
2k

3m
(17)

fv =
ω

2π
=

√
3.0× 103

3.0× 103

2π
[Hz] ≈ 0.16 [Hz]

= 9.5 [min−1]

Tv = 6.3 [s] (18)

となる。ここで fvと Tvはそれぞれ振動数と振動周期を表す。

6

周期は 2π

√
ℓ1
g
となる。また実際の実験でこの近似を成立させるために

は，ばね定数を十分大きくすることにより変位 ℓを小さくさせる，ばね
の自然長 ℓ0を長くし角速度を遅くさせるなど工夫する必要がある。ま
た図A1の右図は，ωa ≫ ωb

(
k

m
≫ g

l1

)
の場合の軌跡の様子である。

y

x

y

x

図A1：小球の軌跡。図中の x軸と y軸の交点 (原点)はつりあいの位置を表
す。（左図）ωaと ωbの値が近い時の軌跡。（右図）ωa ≫ ωbの時の軌跡。
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2

(A) 左右のばねののびを∆xとし，問 1を参考にすると，

U =
k

2

[
(∆x+ ℓ1 − ℓ0)

2 + (∆x+ ℓ1 − ℓ0)
2
]
− 3mg(∆x+ ℓ1 − ℓ0)

= k
[
∆x2 + 2∆x(ℓ1 − ℓ0) + (ℓ1 − ℓ0)

2
]
− 3mg(∆x+ ℓ1 − ℓ0)

= k∆x2 + (−3mg + 2k(ℓ1 − ℓ0))∆x+ k(ℓ1 − ℓ0)
2 − 3mg(ℓ1 − ℓ0)

= k∆x2 + k(ℓ1 − ℓ0)
2 − 3mg(ℓ1 − ℓ0)

T =
3m
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d∆x

dt
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k =
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2
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ω =

√
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(17)
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2π
=
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3.0× 103

3.0× 103
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Tv = 6.3 [s] (18)

となる。ここで fvと Tvはそれぞれ振動数と振動周期を表す。

6

周期は 2π

√
ℓ1
g
となる。また実際の実験でこの近似を成立させるために

は，ばね定数を十分大きくすることにより変位 ℓを小さくさせる，ばね
の自然長 ℓ0を長くし角速度を遅くさせるなど工夫する必要がある。ま
た図A1の右図は，ωa ≫ ωb

(
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m
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)
の場合の軌跡の様子である。

y

x

y

x

図A1：小球の軌跡。図中の x軸と y軸の交点 (原点)はつりあいの位置を表
す。（左図）ωaと ωbの値が近い時の軌跡。（右図）ωa ≫ ωbの時の軌跡。
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(C-1) 左右の小球の座標は図A2に示す。また，∆ℓ
L
= ∆ℓ−, ∆ℓ

R
= ∆ℓ+と

おくと，

∆ℓ± =

√(
ℓ1 ∓

L

2
sinφ

)2

+

(
±L

2
∓ L

2
cosφ

)2

− ℓ1 (21)

となる。

φ

L
2
sinφ,− L

2
cosφ





− L
2
sinφ, L

2
cosφ





図A2

(C-2)

∆ℓ± ≈

√(
ℓ1 ∓

L

2
φ

)2

+

(
±L

4
φ2

)2

− ℓ1

≈
√

ℓ21 ∓ ℓ1Lφ+
L2

4
φ2 − ℓ1

= ℓ1

√
1∓ L

ℓ1
φ+

1

ℓ21

L2

4
φ2 − ℓ1

≈ ℓ1

[
1 +

1

2

(
∓L

ℓ1
φ+

1

ℓ21

L2

4
φ2

)
− 1

8

(
∓L

ℓ1
φ+

1
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となる。ここで f と T はそれぞれ振動数と振動周期を表す。
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となる。ここで ftと Ttはそれぞれ振動数と振動周期を表す。
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数値を代入すると

Tc = 128 K (17)

が得られる。

6. 温度が TAのとき問 3で求めた dp/dV = 0となる条件は

− a

4b(V − b)2
+

2a

V 3
= 0 (18)

と表される。これを整理すると

V 3 − 8bV 2 + 16b2V − 8b3 = 0 (19)

となる。この 3次方程式は点A を通ることを利用すると，

(V − 2b)
(
V 2 − 6bV + 4b2

)
= 0 (20)

と因数分解できる。上式の左辺第２項の 2次方程式の解はV =
(
3±

√
5
)
bな

ので，Vmin = 2b，Vmax = (3 +
√
5)bが得られる。

7.

Q = RT log

(
V3 − b

V2 − b

)
+

a

V3

− a

V2

− p2 (V3 − V2) (21)

Q′ = RT log

(
V1 − b

V2 − b

)
+

a

V1

− a

V2

− p2 (V1 − V2) (22)

8. 温度が TAで体積が V2の時と圧力が等しいことから
a

4b(V2 − b)
− a

V 2
2

=
a

4b(V − b)
− a

V 2
(23)

この方程式は根の一つが V = V2である 3次方程式であることに注意して変
形し，V2 = 4bを代入すると，

V 2 − 9bV + 12b2 = 0 (24)

が得られる。従って

V1 =
9−

√
33

2
b = 1.6277b (25)

V3 =
9 +

√
33

2
b = 7.3723b (26)

数値を代入すると Q = 3.72 × 10−3a/b，Q′ = 2.27 × 10−2a/bが得られる。
従って この場合は体積が V1になるまで収縮する。

2

解答例 [II]
1.

ℓ3NA = b (7)

と NA = 6.022× 1023 mol−1より

ℓ =

(
b

NA

)1/3

= 4.02× 10−10 m (8)

2.

W ′ =

∫ V a

(V ′)2
dV ′ = − a

V
(9)

ここで体積が十分に大きいとき，分子間の引力は無視できるとして積分定数
を定めた。

u =
U

NA

=
W ′

NA

= − a

NAV
= − 6a

πN2
Ar

3
(10)

3. 温度を一定として pを V で微分すると
dp

dV
= − RT

(V − b)2
+

2a

V 3
(11)

この右辺が 0となる条件とファンデルワールスの状態方程式から温度 T を消
去すると

p =
a(V − 2b)

V 3
(12)

が得られる。

4. 前問で求めた破線の方程式に p = 0を代入すると，VA = 2bが得られる。
また VA = 2bと p = 0 をファンデルワールスの状態方程式に代入すると
TA = a/(4bR)が得られる。

5. 点C では dp/dV = 0かつ
d2p

dV 2
= 2

RT

(V − b)3
− 6a

V 4
= 0 (13)

なので，

VC = 3b (14)

TC =
8a

27bR
(15)

pC =
a

27b2
(16)
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9. 圧力が pCの場合は V < 2b の状態だけが許される。圧力が

pmax =
RTA

Vmax − b
− a

V 2
max

(27)

より低くなると二つの可能性が現れるが，圧力が比較的高い場合はQ′ > Q

となるため体積の小さい状態が実際には実現しやすい。さらに圧力が下がる
と，Q′ < Qとなるので体積が急激に増大する (気化)。圧力が非常に低い状
態では体積が大きい (密度の低い)状態だけが実現する。

10. 例えば

(a) 気体と液体の中間的な密度 (体積)が存在しないのは，温度がある上限
(ファンデルワールスの方程式では TC)より低いときだけである。高温
では圧力を上げると，体積は連続的に変化する。

(b) 液体となるのは，低温で圧力が高いときだけである。
(c) 液体では分子の大きさと分子間の距離が同程度である。
(d) 液体でも圧力を上げると，わずかながら体積が小さくなる。
(e) 分子が小さく，分子間の引力が強いほど，液体と気体の区別がある上限
の温度 (TC)が高くなる。(H2Oのように液体になりやすい分子はお互い
の引力が強い。)

(f) 液体から気体への変化も発熱・吸熱により説明できる。
(g) 温度を制御することにより，気体から液体への変化を (相転移を経ない
で) 連続的な変化として実現することができる。
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II-B 　

単色の平行光の干渉について考えよう。以下では，単色光の波長を λ，光速を cとする。

問 1 まず，x軸上を正の向きに進行する単色光について考える。光は電場と磁場が振動す
る横波であり，平面波の進行と同様に考えることができる。ここで，x = x0の位置
で，光による電場の進行方向に垂直な成分がE = E0 cos ωtと書けるとする。

(1) ωを λと cのうち必要な記号を用いて表しなさい。

(2) x = x0 + �の位置での電場の進行方向に垂直な成分をE = E0 cos(ωt− k�)と書
くとき，kを λと cのうち必要な記号を用いて求めなさい。

問 2 図 1 のように x = 0 であらわされる面 (yz 平面) 内に 2 本のスリットのある無限
に広い板を置く。ただし，それぞれのスリットは y 軸上の 2点 (x = 0, y = −δ)，
(x = 0, y = δ)にあり，z軸方向に無限に長く，その幅は δや λに比べて十分に小さ
いとする。この 2本のスリットに，平行な単色光を入射する。単色光は位相がそろっ
ており，スリットの位置において光は同位相であるとする。xy平面内で，原点Oを
通り x軸からの角度が θで表される向きに距離 Lだけ離れた点 Pで光の強度を観察
する。ただし，Lは δと比べて十分に大きいとする。

O

xθ

δ

y

−δ

2δ

ℓ1

ℓ2

L

O

δ

−δ

xθ

δ sin θ

δ sin θ

y

P

図 1

(1) θ = 0の向きで観測された光の強度が極大であった。θを増加させていくとき，
はじめて強度が極小になる θを θminとする。sin θminを求めなさい。ただし，2
つのスリットから θの方向へ進む光について，スリットから点Pまでの光路長
� がそれぞれ �1 = L − δ sin θ，�2 = L + δ sin θであると考えればよい。
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問 3 次に，図 2のように x = 0であらわされる面 (yz平面)内に 1本のスリットのある無
限に広い板を置く。ただし，スリットは y軸上の線分−a < y < a上で光を透過し，
z軸方向に無限に長いとする。このスリットに，平行な単色光を入射することを考
える。単色光は位相がそろっており，スリット内のすべての点において，光は同位
相であるとする。xy平面内で，原点Oを通り x軸からの角度が θで表される向きに
距離 Lだけ離れた点 Pで光の強度を観察する。ただし，Lは aと比べて十分に大き
いとする。
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図 2

(1) スリットで回折された光による電場が問 2 (2)と同様に表されるとき，点 (x =
0, y = b, z = 0)から広がっていく光について，点Pにおける電場E1(b, θ)を求
めなさい。

(2) (1)で求めた電場 E1(b, θ)はスリット内の 1点から回折されてきた光によるも
のである。スリット全体から回折してきた光による電場は bが−aから aまで
の各点から広がってきた光による電場を積分することにより得られる。すなわ
ち，点 Pにおける電場E�(θ)は

E�(θ) =
∫ a

−a
E1(b, θ)db

と表すことができる。この積分を実行し，変形するとE�(θ) = g(θ) cos (ωt − kL)

となる。この g(θ)について，G(θ) =
g(θ)
g(0)

とおくとき，G(θ)を求めなさい。た

だし， lim
x→0

sin x

x
= 1は証明せずに用いてよい。

(3) 光強度 Iは，電場を 2乗したものを 1周期にわたって積分した値に比例する。比
例係数をBとして，光強度 Iを θの関数として求めなさい。また，λ = 500 nm,

a = 5.0μmとして，その関数のグラフを− 1
10

< θ <
1
10
の範囲で配布した方眼

紙に描きなさい。グラフには極小点の θの値を明記すること。ただし，グラフ
を描くときには，θは十分に小さいとして，sin θを θで近似してよい。

(4) 単色光の代わりに白色光を入射した場合には，スクリーンにどのような像が映
ると予想されるか?　なぜそのように考えたかも含めて答えなさい。

6

(2) スリットで回折された光による点 Pにおける電場を考える。�が λや δと比べ
て十分に大きいとき，電場は一定の平面内を向いており，E = E1 cos(ωt− k�)
と書ける。E1はスリットからの距離に依存するが，�が δに比べて十分に大き
い時には，2つのスリットから回折されてくる光について E1 は等しいとして
よい。電磁場は重ね合わせができるため，ある点における電場はそれぞれのス
リットから回折されてきた光による電場を足し合わせることにより得られる。
このことを用いると，点 Pにおける電場E(θ)はE(θ) = f(θ) cos (ωt − kL)と
書ける。このとき f(θ)を求めなさい。

(3) F (θ) =
f(θ)
f(0)

とするとき、F (θ)を求め，F (θ)が E1 によらないことを示しな

さい。

(4) 光強度 Iは，電場を2乗したものを1周期にわたって積分した値に比例する。比例
係数をAとして，光強度 Iを θの関数として求めなさい。また，λ = 500 nm, δ =

5.0 μmとして，光強度 Iを θの関数として見たときのグラフを− 1
10

< θ <
1
10

の範囲で配布した方眼紙に描きなさい。グラフには極小点の θの値を明記する
こと。ただし，グラフを描くときには，θは十分に小さいとして，sin θを θで
近似してよい。
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問 3 次に，図 2のように x = 0であらわされる面 (yz平面)内に 1本のスリットのある無
限に広い板を置く。ただし，スリットは y軸上の線分−a < y < a上で光を透過し，
z軸方向に無限に長いとする。このスリットに，平行な単色光を入射することを考
える。単色光は位相がそろっており，スリット内のすべての点において，光は同位
相であるとする。xy平面内で，原点Oを通り x軸からの角度が θで表される向きに
距離 Lだけ離れた点 Pで光の強度を観察する。ただし，Lは aと比べて十分に大き
いとする。
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(1) スリットで回折された光による電場が問 2 (2)と同様に表されるとき，点 (x =
0, y = b, z = 0)から広がっていく光について，点Pにおける電場E1(b, θ)を求
めなさい。

(2) (1)で求めた電場 E1(b, θ)はスリット内の 1点から回折されてきた光によるも
のである。スリット全体から回折してきた光による電場は bが−aから aまで
の各点から広がってきた光による電場を積分することにより得られる。すなわ
ち，点 Pにおける電場E�(θ)は

E�(θ) =
∫ a

−a
E1(b, θ)db

と表すことができる。この積分を実行し，変形するとE�(θ) = g(θ) cos (ωt − kL)

となる。この g(θ)について，G(θ) =
g(θ)
g(0)

とおくとき，G(θ)を求めなさい。た

だし， lim
x→0

sin x

x
= 1は証明せずに用いてよい。

(3) 光強度 Iは，電場を 2乗したものを 1周期にわたって積分した値に比例する。比
例係数をBとして，光強度 Iを θの関数として求めなさい。また，λ = 500 nm,

a = 5.0μmとして，その関数のグラフを− 1
10

< θ <
1
10
の範囲で配布した方眼

紙に描きなさい。グラフには極小点の θの値を明記すること。ただし，グラフ
を描くときには，θは十分に小さいとして，sin θを θで近似してよい。

(4) 単色光の代わりに白色光を入射した場合には，スクリーンにどのような像が映
ると予想されるか?　なぜそのように考えたかも含めて答えなさい。

6

(2) スリットで回折された光による点 Pにおける電場を考える。�が λや δと比べ
て十分に大きいとき，電場は一定の平面内を向いており，E = E1 cos(ωt− k�)
と書ける。E1はスリットからの距離に依存するが，�が δに比べて十分に大き
い時には，2つのスリットから回折されてくる光について E1 は等しいとして
よい。電磁場は重ね合わせができるため，ある点における電場はそれぞれのス
リットから回折されてきた光による電場を足し合わせることにより得られる。
このことを用いると，点 Pにおける電場E(θ)はE(θ) = f(θ) cos (ωt − kL)と
書ける。このとき f(θ)を求めなさい。

(3) F (θ) =
f(θ)
f(0)

とするとき、F (θ)を求め，F (θ)が E1 によらないことを示しな

さい。

(4) 光強度 Iは，電場を2乗したものを1周期にわたって積分した値に比例する。比例
係数をAとして，光強度 Iを θの関数として求めなさい。また，λ = 500 nm, δ =

5.0 μmとして，光強度 Iを θの関数として見たときのグラフを− 1
10

< θ <
1
10

の範囲で配布した方眼紙に描きなさい。グラフには極小点の θの値を明記する
こと。ただし，グラフを描くときには，θは十分に小さいとして，sin θを θで
近似してよい。
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問 　正多面体のある頂点に関して，この頂点を端点とする各線分の内分点のうち，こ
の頂点に近い方の内分点すべてを通過する平面に対して，この頂点から下ろした垂
線の長さを， を用いた式で表しなさい。答えだけでなく計算の過程も示すこと。

正多面体の全ての頂点に関して，問 で考察した平面で頂点側を切り落としたときにで
きる立体を考える。

問 　面は全部でいくつあるか答えなさい。

問 　身近にあるものでこの多面体の構造を利用しているものを示しなさい。

短辺の長さ ，長辺の長さ の長方形がある。 次元直交座標系において，こ
の短辺は 軸に平行，長辺は 軸に平行， 軸が長方形と直交し，かつ，対角線の交点
と原点が一致するよう配置されている。

問 　解答用紙の 次元直交座標系に長方形を書き入れなさい。

原点 と点 を通る直線の周りの回転を考える。

問 　 軸上の点 （ただし ）を，直線の周りに 回転するとき，この点
が描く軌跡を，解答用紙の 次元直交座標系に書き入れなさい。

問 　もとの長方形を，この直線の周りに および 回転させたときの位置にあ
る長方形を，解答用紙の 次元直交座標系に書き入れなさい。

もとの長方形を ，上の回転移動後の位置にある長方形の一方を 、他方を とする。
の各頂点から および の頂点のうち最も近い距離にあるすべての頂点を線分で結ぶ。
同様に から および に対して， からＡおよび に対して，それぞれ線分で結ぶ。

問 　線分は全部で何本あるか答えなさい。ただし，両端点が一致する線分は合わせて
本と数えること。

上の問題で求めた線分と長方形 ， ， の短辺をあわせたものは、ある多面体の辺に
なっている。

問 　面は全部でいくつあるか答えなさい。

問 　多面体が正多面体となるときの の値を求めなさい。答えだけでなく計算の過程
も示すこと。

上の問題の正多面体の各辺を三等分する内分点について考える。

H27
－
課題

H27
－
課題

130



問 　正多面体のある頂点に関して，この頂点を端点とする各線分の内分点のうち，こ
の頂点に近い方の内分点すべてを通過する平面に対して，この頂点から下ろした垂
線の長さを， を用いた式で表しなさい。答えだけでなく計算の過程も示すこと。

正多面体の全ての頂点に関して，問 で考察した平面で頂点側を切り落としたときにで
きる立体を考える。

問 　面は全部でいくつあるか答えなさい。

問 　身近にあるものでこの多面体の構造を利用しているものを示しなさい。

短辺の長さ ，長辺の長さ の長方形がある。 次元直交座標系において，こ
の短辺は 軸に平行，長辺は 軸に平行， 軸が長方形と直交し，かつ，対角線の交点
と原点が一致するよう配置されている。

問 　解答用紙の 次元直交座標系に長方形を書き入れなさい。

原点 と点 を通る直線の周りの回転を考える。

問 　 軸上の点 （ただし ）を，直線の周りに 回転するとき，この点
が描く軌跡を，解答用紙の 次元直交座標系に書き入れなさい。

問 　もとの長方形を，この直線の周りに および 回転させたときの位置にあ
る長方形を，解答用紙の 次元直交座標系に書き入れなさい。

もとの長方形を ，上の回転移動後の位置にある長方形の一方を 、他方を とする。
の各頂点から および の頂点のうち最も近い距離にあるすべての頂点を線分で結ぶ。
同様に から および に対して， からＡおよび に対して，それぞれ線分で結ぶ。

問 　線分は全部で何本あるか答えなさい。ただし，両端点が一致する線分は合わせて
本と数えること。

上の問題で求めた線分と長方形 ， ， の短辺をあわせたものは、ある多面体の辺に
なっている。

問 　面は全部でいくつあるか答えなさい。

問 　多面体が正多面体となるときの の値を求めなさい。答えだけでなく計算の過程
も示すこと。

上の問題の正多面体の各辺を三等分する内分点について考える。
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解答
光の干渉に関しては，高等学校の教科書では光路差が波長の整数倍か半整数倍かにより明るくなったり暗く

なったりすると学びます。それでは、多くの光が重なり合う時はどうなるでしょうか 　その場合，単純に二つ
の光路の光路差だけからでは議論できません。そこで，光が電磁波であることを思い起こし，波であれば（厳
密にいうと線形波であれば），重ね合わせの原理が成り立つことを用いて考えなければいけません。光は各点
から伝播してきた電磁波の重ね合わせですので，それぞれの点から出てきた光を足し合わせればよいことにな
ります。問 では，高校の教科書でも扱う複スリットによる回折を電磁波の重ね合わせの観点から考えてみま
す。そして、問 では、高校では扱われない単スリットによる回折を電磁波の重ね合わせの概念を用いて解い
ていきます。そのとき重要なのは、単スリットの場合，スリットの中の各点から伝播してきた光の重ね合わせ
として考えないといけないということです。この場合，光路は無限にあるので，積分として考える必要があり
ます。そうすると，単スリットでも光が回折されること，また，波長によって光の回折され具合が異なるので，
単スリットを通った光も虹色に見えることがわかります。

問 ， より，

速度 で進行する波と考えると

。

よって，

問 光路差は であるので， 。これより，

つのスリットからの電場を足し合わせればよいので，
。

三角関数の和を積にする公式を用いて

よって
である。これより

強度 は

よって，

参考までに，一般的には周期で割った平均をとるので、平均も示しておく．この電場の周期は
であるので，平均は となる．

とすると となる．

より値を入れると，
グラフを描くと図のようになる。
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解答
光の干渉に関しては，高等学校の教科書では光路差が波長の整数倍か半整数倍かにより明るくなったり暗く

なったりすると学びます。それでは、多くの光が重なり合う時はどうなるでしょうか 　その場合，単純に二つ
の光路の光路差だけからでは議論できません。そこで，光が電磁波であることを思い起こし，波であれば（厳
密にいうと線形波であれば），重ね合わせの原理が成り立つことを用いて考えなければいけません。光は各点
から伝播してきた電磁波の重ね合わせですので，それぞれの点から出てきた光を足し合わせればよいことにな
ります。問 では，高校の教科書でも扱う複スリットによる回折を電磁波の重ね合わせの観点から考えてみま
す。そして、問 では、高校では扱われない単スリットによる回折を電磁波の重ね合わせの概念を用いて解い
ていきます。そのとき重要なのは、単スリットの場合，スリットの中の各点から伝播してきた光の重ね合わせ
として考えないといけないということです。この場合，光路は無限にあるので，積分として考える必要があり
ます。そうすると，単スリットでも光が回折されること，また，波長によって光の回折され具合が異なるので，
単スリットを通った光も虹色に見えることがわかります。

問 ， より，

速度 で進行する波と考えると

。

よって，

問 光路差は であるので， 。これより，

つのスリットからの電場を足し合わせればよいので，
。

三角関数の和を積にする公式を用いて

よって
である。これより

強度 は

よって，

参考までに，一般的には周期で割った平均をとるので、平均も示しておく．この電場の周期は
であるので，平均は となる．

とすると となる．

より値を入れると，
グラフを描くと図のようになる。
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問 問 と同様に考えると，

題意より比例定数を とすると

よって， 。

ここで、 よって、

強度 は

よって，

問 と同様に平均をとると，周期は であるので，平均は

とすると， となる．

値を入れると，

グラフを描くと図のようになる。

θO
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ω
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1

10
− 1

20
−

1

20

のグラフより暗線に相当する角は波長が長いほど外側に来る。つまり、波長が長くなればなるほ
ど外側に回折するようになる。これを考慮すると、波長が長い赤色の光は外側に、波長の短い紫色
の光は内側に見えるはずである。よって、中央の光はほぼ白色のままだが、回折した光は虹色に見
えて外側が赤色、内側が紫色に見えると考えられる。
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問 問 と同様に考えると，

題意より比例定数を とすると

よって， 。

ここで、 よって、

強度 は

よって，

問 と同様に平均をとると，周期は であるので，平均は

とすると， となる．

値を入れると，

グラフを描くと図のようになる。
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のグラフより暗線に相当する角は波長が長いほど外側に来る。つまり、波長が長くなればなるほ
ど外側に回折するようになる。これを考慮すると、波長が長い赤色の光は外側に、波長の短い紫色
の光は内側に見えるはずである。よって、中央の光はほぼ白色のままだが、回折した光は虹色に見
えて外側が赤色、内側が紫色に見えると考えられる。
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問６ 上図で

この式を変形すると

となり，

とすると

これを解いて

（ なので， とした場合は減点。）

問７　正五角錐の高さを求める。正五角形
の一辺の長さと対角線の長さの比は問６で
求めた値（黄金比）になっている。これを
用いた解答例を示す。
底面の正五角形の一辺の長さを （ ），

問６で求めた（黄金）比を とすると，底
面の外接円の半径 について，以下の方程
式が得られる。

ここで

を利用して，正五角錐の高さ について解
くと，

（ の位置は前後にズレていても減点し
ない。二重根号部分を整理した場合，解答
例と異なる可能性があるが，その値を計算
したとき （以下省略）になる

はずなので，一致するならもちろん正解。
可能性としては

などが考えられる。）

問８ 面（ 個の頂点を切り落とすこと
で新たに 面増える。 ）。

問９サッカーボール　（ボール，でも正解）。
あるいはフラードームやレーダードームな
ど、建築物の屋根を答えてもよい。

出題意図

空間認識能力の高い学生を選抜できれば
と思い作問しました。問１，問２では，座
標系を → でみたぐらいに
初めから用意してあげる（解答用紙にあら
かじめ書いておく）と正解が得られやすい
と思います。
問７では，内分点を結んでできる面が正
五角形であることを答えさせないまま，正
五角錐の高さを要求しています。まず正五
角形であることに気付くことが大切です。
正五角形の 辺の長さと対角線の長さの
比が黄金比になっていることは，飛び入学
を目指す学生なら知っていておかしくない
でしょうし，また，試験中に閲覧可能な資
料から得られると想定しています。仮に，
いずれでもない場合でも，枝問の流れから
「カン」で気づいて欲しいところですし，先
進科学プログラムとしてはそういう勘の良
い学生を採用したいと思います。

解答例
問１ 以下のような図が書かれていれば正
解。（短辺長辺の向きが逆の場合この問題
では 部分点を与える。）

問２　円が描かれていれば正解

問３ 次のような図が書かれていれば正解。
（もとの長方形の記入の有無は採点対象外。
問１で長短の向きが異なっている場合を引

き継いだ場合は減点しない。）

問４ 本 （ ）

問５ 面（図から数えられる）
あるいは，オイラーの多面体公式をつか
う。頂点の数 ，辺の数 から，
面の数 は

を満たす。　
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課題ⅡD の出題意図と解答例 
平成 27 年 1 月 7 日 

1 
 

問題全体において，限られた条件の下でできるだけ適切な観測を行うことの観察力と，

そのための工夫と知識を組み合わせることへの柔軟性，創造力を問う。 
観察する力：観察力 
工夫する力：創造力，柔軟性 
制限された中での厳密性：研究力 
得られた結果に対する考察力：分析力および洞察力 

 
 
問１ 乾電池の位置と転がりやすさ 

－慣性モーメント（転がりにくさ）に気づかせる 

 準備物品の「かたい板」と消しゴムを用いて下図のような実験装置を作成する（図

1）。[S4.E4.N4.W4]，[S3.E3.N3.W3]，[S2.E2.N2.W2]，[S1.E1.N1.W1]それぞれを，斜

面上の一定の高さの位置で S を下向きに静止させ，初速度０で斜面を転がす。この時，

静止時から斜面下端に到達する時間を測定する。それぞれの乾電池配置において 3回

の試行を行いその平均値を求める（表 1）。その結果，[S4.E4.N4.W4]では 1 秒 54.6，

[S3.E3.N3.W3]では 1 秒 47.3 ，[S2.E2.N2.W2]では 1 秒 39.6， [S1.E1.N1.W1]では 1

秒 30.0 を得，わずかな差ではあるが，乾電池が内側に配置されるほど早く転がり下

端に達していることが確認できる。この原因は，乾電池が内側にあるほど円筒は回転

しやすく，外側に配置されるほど回転しにくくなる傾向にあることを示唆している。 

 

図１ 実験装置の模式図 

 

表 1 斜面下端までの到達時間 

乾電池位置 [S4.E4.N4.W4] [S3.E3.N3.W3] [S2.E2.N2.W2] [S1.E1.N1.W1] 

下端到達時間 

1″49 1″53 1″38 1″30 

1″59 1″44 1″41 1″26 

1″56 1″45 1″40 1″34 

平均時間 1″54.6 1″47.3 1″39.6 1″30.0 

 
 
 

消しゴム 

滑りが起きないように傾き

を必要以上に大きくしない 
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課題ⅡD の出題意図と解答例 
平成 27 年 1 月 7 日 

3 
 

問３ 重心位置と周期の関係 

 問２と同様な条件において[S4]，[S3]，[S2]，[S1]円筒の周期運動を観察する。こ

れらの円筒の重心位置は，円筒本体の質量と乾電池一本の質量との関係において定義

されるが，[S]の位置が内周に向かうほど，その重心位置も円筒中心に近づくことは

容易に理解できる。言い換えると，[S4]，[S3]，[S2]，[S1]の順でこの円筒全体の重

心と円筒中心との距離は短くなっていることが分かる。このことと表３に示された結

果から，[S]円筒の周期は，重心と円筒中心との距離に強く影響され，その距離が短

いほど周期が明確に長くなることがわかる。この理由は，図 3 に示した[S4]と[S1]と

の比較において，乾電池の質量をm とする時，[S4]，[S1]の o 点まわりのモーメント

（円筒を S軸が鉛直方向に静止したつりあい状態に戻そうとする働き）は，それぞれ

4 1S Smg l mg l⋅ ⋅， となり，図より 4 1S Smg l mg l⋅ > ⋅  なので，[S4]の方がつりあい状態

に戻そうとする働きが強く，結果として相対的に早い周期運動になっていると言うこ

とができる。また，円筒とステージとの間に滑りがないものと考えると，ステージと

の接地面において円筒にかかる水平方向の摩擦力はNに静止摩擦係数をかけたもので

あると考えることができ，すべての[S]において同一であることが考えられるので，

この周期運動の違いには関与しないものと考えることができる。 

表 3 [S]円筒の５往復周期運動に要した時間 

乾電池位置 [S4] [S3] [S2] [S1] 

５往復に要した

時間 

3秒 62 4秒 18 5秒 20 7秒 46 

3秒 67 4秒 18 5秒 17 7秒 65 

3秒 57 4秒 15 5秒 17 7秒 44 

3秒 65 4秒 10 5秒 25 7秒 58 

3秒 65 4秒 16 5秒 23 7秒 59 

平均時間 3秒 63.2 4秒 15.4 5秒 20.4 7秒 54.4 

 

 

 

図 3 円筒中心周りのモーメント 
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問２ 円筒の転がりやすさと周期運動 

 －重心位置が同じ円筒の周期運動に対する慣性モーメント（転がりにくさ）の影響

について考えさせる 

 「かたい板」と「座金」と「水準器」をもちいて円筒の周期運動のための水平なス

テージを作る。図 2に示すように S列から円筒中心（黒丸）を基準にして 45度のと

ころに赤線を引き，それを目印に周期運動を開始させる。[S]の外周付近にシールを

貼り，測定のための基準とする。事前の観測より５往復までは明確な周期運動が観察

されたので，[S4.E4.W4]，[S4.E3.W3]，[S4.E2.W2]，[S4.E1.W1]それぞれが 5往復の

周期運動をするのに要した時間を測定した（表 2）。測定にあたっては，45°ライン

を鉛直方向に合わせた状態を初期状態とし，測定開始と同時に静かに離し，[S]外周

付近シール点が最下端に達した時を“0”と無言で呼称し，このシール点が最下点を

通過する度に，“1”,“2”と呼称し，“5”の時の時間を測定した。ここで，[E,W]

に関しては黒丸を基準とした時，その乾電池の配置が対称であるので，[E,W]に配置

されている乾電池の重心位置は黒丸と一致することがわかる。さらに，すべての乾電

池配置において[S4]は一定であるので，[S4.E4.W4]，[S4.E3.W3]，[S4.E2.W2]，

[S4.E1.W1]のすべての重心位置は同一であることが理解できる。図 2の赤丸はこの重

心位置を示す。表 2の結果より，[E,W]が内側に配置されるほど周期が短くなってい

ることがわかる。これは問１の時に観察された，円筒の転がりやすさ，回転しやすさ

と同じ傾向を示すものであると理解することができる。 

表 2 [S,E,W]円筒の５往復周期運動に要した時間 

乾電池位置 [S4.E4.W4] [S4.E3.W3] [S4.E2.W2] [S4.E1.W1] 

５往復に要した

時間 

4秒 65 4秒 46 4秒 35 4秒 21 

4秒 65 4秒 52 4秒 41 4秒 28 

4秒 65 4秒 55 4秒 33 4秒 28 

－ 4秒 46 4秒 34 4秒 33 

－ － － 4秒 21 

平均時間 4秒 65 4秒 49.8 4秒 35.8 4秒 26.2 

 

図 2 [S4.E4.W4]と[S4.E1.W1] 
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課題ⅡD の出題意図と解答例 
平成 27 年 1 月 7 日 
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問４ まとめ  

－ おきあがりこぼし運動を支配する慣性モーメント（回転慣性）と重心位置の影響 
 問 1，２の結果からは，乾電池は外側にあるほど円筒の動きを遅くすることが予想

できる。その一方で，問３の結果からは，円筒中心と重心位置との距離が近ければ近

いほど周期が長くなることが示されている。つまり，４本の乾電池はできるだけ外周

に近く配置され，そして同時に，円筒と４本の乾電池で構成される重心位置はできる

だけ円筒中心に近いことが最長周期の構成を得るためには必要となる。そうなると，

[S4.E4.N3.W4]が，乾電池４本使用時の最長周期組み合わせとなることが予想される。

この予想を検証するために，[S4.E4.N3.W4]の他に，[N]だけを移動した[S4.E4.N2.W4]

と，[S4.E4.N3.W4] と重心位置は同じであるが，やや転がりやすくなることが予想さ

れる[S3.E3.N2.W3]に対する周期運動の観察を，問２，３と同様の方法により実施し，

表４を得た。その結果，予想通り，もっとも転がりにくいことが予想される「できる

だけ外周に４本の乾電池が配置され」，かつ「円筒中心と重心位置が最も近い」とい

う二つの条件を満たす[S4.E4.N3.W4]が，予想通りに最長周期の円筒であることが確

認できた。 
 
表 4 [S.E.N.W]円筒の５往復周期運動に要した時間 

乾電池位置 [S4.E4.N3.W4] [S4.E4.N2.W4] [S3.E3.N2.W3] 

５往復に要した

時間 

9秒 97 6秒 94 8秒 41 

9秒 87 6秒 79 8秒 58 

9秒 62 6秒 75 8秒 92 

10秒 07 6秒 78 8秒 78 

9秒 88 6秒 94 8秒 65 

平均時間 9秒 88 6秒 84 8秒 66.8 
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