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出題意図
　電磁気，力学，振動，気体分子運動の複合問題。

問 1，問 2：電荷に働く力と単振動についての理解を問う基本問題。
問 3：電場が変化する時刻前後の運動方程式の解を接続させる問題。この時刻における
位置と速度が一致するという条件を定式化することを通して数理的な能力を確認した。
問 4：電場の向きが周期的に反転する場合の電荷の運動を問い，単振動の周期と電場の
変化の周期が一致する場合の共鳴現象について考察させた。
問 5，問 6：小球と気体分子の衝突を通した気体の加熱について問う問題。数値を用い
た計算力についても確認した。

解答例
問１ 小球の運動方程式は

may = qE(t)− k(y − ℓ0)

である。

問２ (1) 問１で求めた方程式は，電場E(t) = E0が一定の時，

may = −k

[
y − (ℓ0 +

qE0

k
)

]
と書くことができる。この運動方程式は，

yE = ℓ0 +
qE0

k

の高さで力がつりあうことを示している。

(2) 前問 (1)の y = yEを基準とした新しい座標 z = y − yEを用いて運動方程式
を書きなおすと，

m
d2z

dt2
= −kz

となる。この運動方程式は単振動の方程式と同じである。単振動の角振動数

は ω =

√
k

m
，周期は TQ = 2π

√
m

k
である。

(3) 単振動の振幅をA0，初期位相を θとすると

z = A0 sin(ωt+ θ)

と書くことができる。したがって

y = ℓ0 +
qE0

k
+ A0 sin(ωt+ θ)

vy = A0ω cos(ωt+ θ)



である。t = 0で y = ℓ0，vy = 0を代入すると

ℓ0 +
qE0

k
+ A0 sin θ = ℓ0 (1)

A0ω cos θ = 0 (2)

が得られる。(2)式を満たす θは θ =
π

2
または θ =

3π

2
である。

（1）式より
qE0

k
+ A0 sin θ = 0

が得られる。A0 > 0だから sin θ < 0。したがって θ =
3π

2
，A0 =

qE0

k
。

以上より，

y = ℓ0 +
qE0

k
(1− cosωt) (3)

vy =
qE0

k
ω sinωt

(4) vy = A0ω sinωtより，小球の運動エネルギーKQは

KQ =
1

2
mv2y =

1

2
kA2

0 sin
2 ωt

である。KQの時間変化のグラフは以下のようになる。

O

運動エネルギーが最大となる時刻は ωt =
π

2
+ nπ，すなわち t =

TQ

4
+

nTQ

2

である。運動エネルギーの最大値は
1

2
kA2

0。

(5) 小球の運動エネルギーの時間平均は sin2 ωt =
1− cos 2ωt

2
=

1

2
より次式の

ようになる。

KQ =
1

4
kA2

0 (4)



問３ この問いでは時刻 t = t1 (0 < t1 ≦ TQ)に電場の向きが逆転して t ≧ t1 では
E(t) = −E0に保たれる場合を扱っている。

(1) 時刻 t ≧ t1における運動方程式　m
d2y

dt2
= −qE0 − k(y − ℓ0) より t ≧ t1に

おける小球のつりあいの位置 y′Eは y′E = ℓ0 −
qE0

k
に変化する。したがって

t ≧ t1における小球の y座標と速度は単振動の振幅の大きさをA1，初期位
相を θ1として

y = ℓ0 −
qE0

k
+ A1 sin(ωt+ θ1) = ℓ0 − A0 + A1 sin(ωt+ θ1) (5)

vy = A1ω cos(ωt+ θ1)

となる。時刻 t = t1で，これらが問２ (3)の y，vy と一致するという条件
から

ℓ0 + A0 − A0 cosωt1 = ℓ0 − A0 + A1 sin(ωt1 + θ1) (6)

A0ω sinωt1 = A1ω cos(ωt1 + θ1) (7)

したがって
A1 sin(ωt1 + θ1) = A0(2− cosωt1) (8)

A1 cos(ωt1 + θ1) = A0 sinωt1 (9)

が得られる。二乗して合計をとると次式が得られる。

A2
1 = A2

0 [(2− cosωt1)
2 + sin2 ωt1] = A2

0(5− 4 cosωt1) (10)

A1 = A0

√
5− 4 cosωt1 (11)

(2) t ≧ t1における単振動の振幅A1を最大にするのは cosωt1 = −1，すなわち

t1 =
TQ

2
のときである。

(3) t1 =
TQ

2
の場合 ωt1 = πを (11)式に代入すると A1 = 3A0。したがって (8)

式より sin(ωt1 + θ1) = − sin θ1 = 1，すなわち θ1 =
3π

2
。時刻 t ≧ t1におけ

る小球の y座標は，これらを (5)式に代入して

y = ℓ0 − A0 + 3A0 sin(ωt+
3π

2
) (12)

すなわち
y = ℓ0 − A0 − 3A0 cosωt (13)

である。t1 =
TQ

2
に選んだ場合の 0 ≦ t ≦ 2TQにおける小球の y座標をたて

軸を y − ℓ0とするグラフにあらわすと以下のようになる。



O

問４ (1) (13)式より y1 = ℓ0 + 2A0，y2 = ℓ0 − 4A0，A1 = 3A0。
t2 ≦ t ≦ t3において初期位相を θ2とすると

y = ℓ0 + A0 + A2 sin(ωt+ θ2)

vy = A2ω cos(ωt+ θ2)

と書くことができる。t = t2において vy = 0より cos θ2 = 0。したがって

θ2 =
π

2
または θ2 =

3π

2
。

y2 = ℓ0 − 4A0 = ℓ0 + A0 + A2 sin(2π + θ2)

よりA2 sin θ2 = −5A0 < 0。したがって θ2 =
3π

2
。よってA2 = 5A0。

y3 = ℓ0 + A0 + 5A0 sin(3π +
3π

2
) = ℓ0 + 6A0が得られる。

(2) 初期位相は変化しないことがわかったので，t2n ≦ t ≦ t2n+1において

y = ℓ0 + A0 − A2n cosωt (14)

であり，t2n+1 ≦ t ≦ t2n+2において

y = ℓ0 − A0 − A2n+1 cosωt (15)

と書くことができる。t = t2n+1で両者が等しいことから

y2n+1 = ℓ0 + A0 − A2n cosωt2n+1 = ℓ0 − A0 − A2n+1 cosωt2n+1

が得られる。cosωt2n+1 = −1だからA2n+1 = A2n + 2A0。
同様に，t = t2n+2において

y2n+2 = ℓ0 − A0 − A2n+1 cosωt2n+2 = ℓ0 + A0 − A2n+2 cosωt2n+2

が成り立つ。cosωt2n+2 = 1だからA2n+2 = A2n+1 + 2A0。
よって A2n+2 = A2n + 4A0。

(3) A2(n+1) = A2n + 4A0だから，A2n = A0 + n× (4A0) = (4n+ 1)A0。
別解：電場の反転によってつり合いの位置が 2A0ずつずれるので
An = A0 + 2nA0 = (2n+ 1)A0，よってA2n = (4n+ 1)A0。



(4) y2n = ℓ0 + A0 − A2n cosωt2n = ℓ0 + A0 − (4n+ 1)A0 = ℓ0 − 4nA0

(5) 0 ≦ t ≦ 2TQにおける小球の y座標の変化のグラフは以下のようになる。

O

問５ (1) 衝突した直後の小球の速度を v′y，気体分子の速度の y成分を u′
yとすると運

動量保存則よりmvy +muy = mv′y +mu′
y，弾性衝突より vy −uy = u′

y − v′y。
したがって v′y = uy，u′

y = vy。

(2) 　
1

2
m⟨u2

y⟩ =
1

2
kBT より ⟨u2

y⟩ =
kBT

m
。

(3) 気体分子と小球Qの最初の衝突によって気体分子が得る運動エネルギーの
平均値 ⟨∆K⟩は，衝突前の気体分子の運動エネルギーの平均値
⟨K⟩ = 1

2
m⟨u2

y⟩ =
1

2
kBT，衝突後の気体分子の運動エネルギーの平均値

⟨K ′⟩ = 1

2
m⟨u′2

y ⟩ =
1

2
m⟨v2y⟩ = ⟨KQ⟩より以下のようになる。

⟨∆K⟩ = ⟨K ′⟩ − ⟨K⟩ = ⟨KQ⟩ −
1

2
kBT

(4) ⟨KQ⟩を真空中でのKQの時間平均で近似すると

⟨∆K⟩ = 1

4
k(

qE0

k
)2 − 1

2
kBT

と書ける。⟨∆K⟩ > 0　のとき

(qE0)
2 > 2kkBT = 2× 10−4 × 1.38× 10−23 × 300 = 8.28× 10−25

したがってE0の下限値は次式で与えられる。

E0 >

√
2kkBT

q
≒ 9.1× 10−13

1.6× 10−19
≒ 5.7× 106V/m

問６ (1) 周期 TQ = 2TEで電場が逆転するとき，A2n = (4n+ 1)A0より

⟨KQ⟩ =
1

4
kA2

300 =
1

4
k(601A0)

2 = 6012 × 1

4
kA2

0 >
1

2
kBT

が得られる。したがってE0の下限値は以下のようになる。

E0 >

√
2kkBT

601q
≒ 5.7× 106

601
≒ 9.5× 103V/m



(2) y軸負方向に向う気体分子の平均の速さは問題文の近似のもとで

⟨u⟩ =
√

kBT

m
=

√
1.38× 10−23 × 300

1.6× 10−26
≒ 5.1× 102m/s

のように求まる。したがって，y軸負方向に運動する気体分子が単位時間に
1個の小球と衝突する回数は

f =
N

2
σ⟨u⟩ = 1

2
× 2.0× 1025 × 1.0× 10−20 × 5.1× 102 = 5.1× 107Hz

である。

(3) 2TE = TQに選ぶと加熱効率を高めることができる。

TQ = 2π

√
m

k
= 2π

√
1.6× 10−26

1.0× 10−4
≒ 7.95× 10−11s

であるから，TE = 4.0× 10−11s毎に電場の向きを反転すれば良い。

電場の振動数を fEとすると，fE =
1

7.95× 10−11
≒ 1.3× 1010Hz。

小球は1/f秒程度で気体分子との衝突によってエネルギーを失うため，小球の

運動エネルギーが
1

2
kBT 程度になるまでの時間は 1/fより短く選ぶべきであ

る。f = 5.1×107Hzのとき，
1

f
≒ 2.0×10−8s。問6 (1)よりE0 = 9.5×103V/m

とすると t = 300TE ≒ 1.2×10−8sで小球の運動エネルギーの平均値が
1

2
kBT

以上になる。この時刻は小球が気体分子に最初に衝突するまでの時間 1/fよ
り短いため，小球は気体分子よりも大きな運動エネルギーを持つことがで
き，気体分子との衝突によって気体を加熱することができる。
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