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[I]

ワイヤによって支えられているつり橋は様々な形でゆれる。例えば，1940年に崩壊した
タコマ橋の場合，図 1の写真に示すように右と左の車線（橋の床版）がシーソーのように
ゆれた。一般に振動数は，ポテンシャル（位置）エネルギーと運動エネルギーから求める
ことができる。問 1で，ばねにつながれた小球（質点）の振動についてこのことを確か
めたのち，問 2で，つり橋がどのような周期でゆれるか簡単な模型を用いて考えよう 1。

✓ ✏
実際の試験では大きくゆれているタコマ橋の写真が掲載
されていましたが，公開版の試験問題では削除しました。
写真はインターネット等で検索してください。キーワード
として，「タコマ橋」で検索す ると，動画，写真や解説を
多くのホームページで確認することができます。✒ ✑

図 1: 図 1：タコマ橋（1940年）。多くの橋では，横から強風が吹くと，橋の床版が上下に
運動する。タコマ橋は，写真に示すように橋の床版がシーソーのようにゆれ，その後崩壊
した。

必要なら以下の数学公式を用いてよい。

d

dx
cos x = − sin x,

d

dx
sin x = cos x,

d

dt
cos x = − sin x

dx

dt
,

d

dt
sin x = cos x

dx

dt

|x|が十分小さいとき，xの３乗以上の項を無視できるので，次の近似式が成り立つ。

cos x ≈ 1− x2

2
, sin x ≈ x, (1 + x)a ≈ 1 + ax+

a(a− 1)

2
x2

1本問題では，つり橋の構造を簡略化し，更にはさまざまな制約を課すため，実際の現象とは異なる可能
性がある。興味があれば，試験後につり橋の詳細な記述の仕方を考え，本問題との相違点等を考察してみて
ください。
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1
A 図 2(A)のように，ばね定数が kの軽いばねに質量mの小球をつけて天井の点Oか

らつるし，上下に振動させる。このとき小球は，角振動数 ωa =

√
k

m
で単振動する。

ばねの自然長を ℓ0，重力加速度の大きさを g > 0，点Oを原点，鉛直下方を x軸の
向きとして，次の問いに答えなさい。

(A-1) つりあいの状態にあるときの，ばねののび∆ℓ，および重力の位置エネルギーと
ばねの位置エネルギーの和 U0を求めなさい。ここで，重力の位置エネルギー
の基準点はばねの自然長の位置とする。

(A-2) 小球が振幅A，角振動数ωで単振動している場合を考える。つりあいの状態に
あるときのばねの長さを ℓ1(= ℓ0 +∆ℓ)とすると，おもりの座標は

x = ℓ1 + A cosωt

と表される。小球の運動エネルギー T，および重力の位置エネルギーとばねの
位置エネルギーの和 U を，m，k，A，ω，t，U0のうち必要なものを用いて表
しなさい。

(A-3) まさつを無視すると，力学的エネルギー E (= T + U)は保存される。このと

き，ω = ωa =

√
k

m
が満たされることを示しなさい。
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B 図 2(B)のように，長さ ℓ1のひもと質量mの小球でできた単振り子の振動を考える。
ここで，重力加速度の大きさを g > 0，点Oを原点，鉛直下方を x軸の向き，水平
右方向を y軸の向き，小球は xy平面内を運動するとして，次の問いに答えなさい。

(B-1) 小球の位置 (x, y)とその時間変化
(
dx

dt
,
dy

dt

)
を ℓ1，θ，

dθ

dt
を用いて表しなさい。

ここで，θはひもと鉛直線のなす角度，dθ

dt
はその時間変化を表す。

また，小球の運動エネルギーT，および重力の位置エネルギーUを，m，g，ℓ1，
θ，dθ

dt
のうち必要なものを用いて表しなさい。ここで，重力の位置エネルギー

の基準点は小球が静止しているときの小球の位置とする。
(B-2) 角度が θ = B cosωbtで単振動するとして，角振動数 ωbを求めなさい。ただし，

|θ|は十分に小さいとして，問題文に与えられた近似式を用いること。

C 図 2(C)のように，問Aで考えた小球が，上下だけでなく左右にもゆれる場合を考
える。ばねは長さが ℓで，鉛直線から角度 θ傾いた直線状になっているとして，次
の問いに答えなさい。

(C-1) 小球の位置 (x, y)とその時間変化
(
dx

dt
,
dy

dt

)
を ℓ，dℓ

dt
，θ，dθ

dt
を用いて表しな

さい。
また，小球の運動エネルギー T，および重力の位置エネルギーとばねの位置エ
ネルギーの和 Uを，m，k，g，ℓ，ℓ0，

dℓ

dt
，dθ

dt
のうち必要なものを用いて表し

なさい。ここで，重力の位置エネルギーの基準点は小球が静止しているときの
小球の位置とする。

(C-2) ばねの長さ ℓと角度 θがそれぞれ，

ℓ = ℓ1 + A cosωat

θ = B sinωbt

のように振動する場合（ωa ̸= ωb）を考える。ただし，AとBは十分に小さい
正の定数で，A3，A2B，A4などA やBについて 3次より高い次数の項は無視
できるとする。また ℓ1は問 (A-2)で用いたつりあいの状態にあるときのばねの
長さを表す。エネルギー保存則が成り立つこと利用し，ωaと ωbを，m，k，g，
ℓ1のうち必要なものを用いて表しなさい。

(C-3) この小球がどのような運動をするか，その軌跡を図示し簡単に説明しなさい。
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2
図 1に見られるタコマ橋のゆれを考えるため，橋の一部（断面）を同じ種類の 2本のばね
により支えられた棒と近似する模型（図３）を考えよう。棒は自動車が通る床を切り取っ
たもので，その長さは道幅 Lと等しい。棒は十分に軽いが，その中心および両端に，質
量mの小球が取りつけられている（図３ (b)）。また，ばねのばね定数を k，自然長を ℓ0
とし，橋を支えるばねの支点 (図では黒丸)は固定されていると考える。つりあいの状態
では，ばねの長さはどちらも ℓ1であり，棒は水平に保たれている。つりあいの状態での
棒の重心を原点，鉛直下方を x軸の向き，水平右方向を y軸の向きとする。棒は xy平面
内で以下の３種類の運動をする。

(A) 棒は水平を保ったまま上下に運動をする（図 4(A)）。

(B) 棒は水平を保ったまま主に横方向に運動をする（図 4(B)）。

(C) 棒はその重心の位置が移動せず，シーソーのような運動をする（図 4(C)）。

ばね ばね長さLの軽い棒

O

小球

道幅 L

(0, 0)
(0, L/2)(0, -L/2)

道幅 L

(a) つり橋（タコマ橋）を上から見た模式図

(b) 図(a)の点線での断面図

小球 小球

図 3

(A) (B) θ (C)

φ

図 4
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以下では，左のばねの長さを ℓL，右のばねの長さを ℓR，ばねと鉛直線のなす角度を θ（図
4(B)），棒と水平方向のなす角度を φ（図 4(C)）とする。|θ|，|φ|は十分小さいとして，微
小量の３次以上を無視して下記の問いに答えなさい。

(A) 棒が水平を保ったまま上下に運動をする場合（図 4(A)）の角振動数を求めなさい。
更に，表１の値を代入して振動周期を求めなさい。

(B) 棒が水平を保ったまま主に横方向に運動をする場合（図 4(B)）の角振動数を求めな
さい。更に，表１の値を代入して振動周期を求めなさい。

次に，棒がその重心の位置を変えず，シーソーのような運動をする場合（図 4(C)）を考
える。

(C-1) 左右の小球の座標 (xL , yL)および (xR , yR)を求めたのち，左右のばねがのびた長さ
∆ℓLおよび∆ℓRを L，ℓ1，φ，θのうち必要なものを用いて表しなさい。

(C-2) 微小量の２次以上を無視して，∆ℓLおよび∆ℓRを L，φを用いて表しなさい。

(C-3) この運動の角振動数を求めなさい。更に，表１の値を代入して振動周期を求めな
さい。

表 1：タコマ橋のゆれを考える際に用いる値
名称 記号 数値 単位

小球の質量 m 1.0× 103 kg

ばね定数 k 1.5× 103 N/m

つりあいの状態でのばねの長さ ℓ1 50 m

重力加速度の大きさ g 9.8 m/s2
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[II]
空気の主成分である窒素も，冷やすと液体となる。このような気体から液体へ
の変化をファンデルワールスの状態方程式

p =
RT

V − b
− a

V 2
(1)

を使って考えよう。この式で変数 p, V , T はそれぞれ 1モルの窒素の圧力，体積，
温度で，Rは気体定数である。また a と bは窒素分子の性質を表す正の定数であ
る。表 1に示された値を用いて，方程式 (1)に関する以下の問いに答えなさい。た
だし，この問題では V > bかつ p ! 0の場合だけを考える。

表 1: 気体を表す諸定数

名称 記号 数値
アボガドロ数 NA 6.022× 1023 mol−1

気体定数 R 8.314 J K−1 mol−1

窒素 N2 a 1.41× 10−1 Pa m6 mol−2

b 3.92× 10−5 m3 mol−1

1. 定数 bは，分子が有限の大きさを持っているため，いくら強い圧力をかけて
も体積はつねに V > bとなることを表している。表 1の値をもとに窒素分子
の大きさを考えよう。実際の窒素分子は鉄アレイのような形をしているが，
ここでは立方体と仮定し，その辺の長さ ℓ を有効数字 3桁で求めなさい。

2. 定数 aは分子の間に引力が働く効果を表している。体積 V を V +∆V に増
やすには，

∆W ′ =
a

V 2
∆V (2)

だけのエネルギーがいる。1モルのガスには NA個の分子が入ってお互いに
引力をおよぼしているが，遠く離れた分子同士の引力は無視できるので分子
同士の引力のエネルギーは

U = NAu(r) (3)

と近似することができる。ここでu(r)は分子 1個あたりの引力のエネルギー,

rは
4π

3

(r
2

)3

NA = V (4)

により定義される分子間の平均距離である。引力のエネルギー u(r)を求め
なさい。
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C

A

.

.
図 1: ファンデルワールスの状態方程式の p− V 図。各実線は，温度を一定に保っ
てこの体系を変化させた場合の圧力と体積の関係を表している。各実線の上で圧
力 pは，破線との交点で極小あるいは極大となる。

3. 温度を一定に保ったまま体積 V を変化させると，圧力 pは図 1の破線との交
点で極大あるいは極小となる。この破線を表す関数 p = p(V )を求めなさい。

4. 図 1の点 Aでは圧力が 0 となる。点 Aでの体積 VA を求め，温度が TA =

a/(4bR)であることを示しなさい。

5. 図 1の破線上で圧力が最大となる点 C での体積 VC，温度 TC，圧力 pCを求
めなさい。また表 1の値を用いて，Tcを有効数字 3桁で求めなさい。

(次頁につづく)
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6. 理想気体では圧力と温度が与えられれば，体積は V = RT/pにより求まる。
しかしファンデルワールスの状態方程式では，p < pC の場合，温度と圧力が
同じ値となる体積が 3つ存在する。ただし，図 1で破線より下の状態は，問 7

で述べる理由により安定に存在できない。このことを考慮して温度がT = TA

のとき，安定な状態が存在しない範囲 Vmin < V < Vmax(図 2)を求めなさい。

V

p

O
A.

.
T=TA

Vmax

Vmin

図 2: 温度が Tの場合の体積 V と圧力 p。

7. 温度が一定に保たれている場合，図 1で破線より下の領域では体積が増える
と圧力が上がるので，少しでも膨張して体積が増え始めると，圧力が再び元
の値に戻るまで膨張が止まらない。マックスウェルは等温線と等圧線を結ん
だサイクルを考え，この膨張の際に発生する熱が

Q =

∫ V3

V2

pdV − p2 (V3 − V2) (5)

であることを示した (図 3を参照のこと)。ここで V2と p2は不安定な状態で
の体積と圧力で，V3は圧力が p2となる体積である。式 (5)の右辺第 1項は温
度を一定に保ちながら膨張する場合の仕事，第 2項はその周囲においた理想
気体になされた仕事である。同様に体積が減少して V1へと変化した場合に
発生する熱は

Q′ =

∫ V1

V2

pdV − p2 (V1 − V2) (6)

と表される。不安定な状態からの膨張により発生する熱Q = Q(V2, V3)，収
縮により発生する熱Q′ = Q′(V2, V1)を求めなさい。なお膨張や収縮の間，温
度は一定に保たれているとして式 (5)および式 (6)の積分を行うこと。
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V

p

p2

O

V1 V2

V3

図 3: 実線はある温度での圧力 pと体積 V の関係を表す。体積が V1, V2, V3のとき
の圧力はいずれも p2で等しい。実線と点線で囲まれた領域の面積は，式 (5)と (6)

の右辺に等しい。

8. マックスウェルは，不安定な状態は発生する熱が多いほうに遷移しやすいと
いう仮説を立てた。この仮説に従い，温度が T = TAで体積が V2 = 4bの状
態は，膨張するか収縮するか答えなさい。

9. 前問の結果は，温度が TAで圧力が p2 = RTA/(V2 − b)− a/V 2
2 のとき，膨張

するか収縮するかを判定する基準を与えていると読み替えることができる。
この説に従い，温度を TAに保ったまま圧力を pCから徐々に下げていったと
きどのような変化が期待できるか述べなさい。

10. ファンデルワールスの方程式では，気体から液体への変化や液体の性質につ
いてどのようなことが説明できるだろうか。気づいたことを箇条書きで示し
なさい。
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